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Versuch zur Herleitung eines Gesetzes, das die 

Dichtigkeit für die Schichten im Innern der Erde 

annähernd darstellt, aus den gegebenen 

Beobachtungen. 

(Von Herrn R, Lipschitz zu Breslau.) 



JL/ie Untersuchungen, welche Clairaut im Jahre 1743 unter dem Titel 
Theorie de la figure de la terre tiree des Principes de THydrostatique heraus- 
gab, enthalten die vollständigen Bedingungen des Gleichgewichts für eine mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit um eine feste Axe rotirende flüssige Masse, 
die aus unendlich vielen unendlich dflnnen homogenen Schichten besteht, und 
bei der die Grenzflächen jeder Schicht (die Oberfläche der ganzen Masse mit 
eingerechnet) Rotationsellipsoide sind, welche die Axe der ganzen Masse zu ' 
ihrer Rotationsaxe und den Schwerpunkt derselben zu ihrem Mittelpunkte 
haben. Es gilt hierbei die Einschränkung, dass der Quotient der Centrifugal- 
kraft durch die Resultante der Anziehung der ganzen Masse fflr die Punkte 
des Aequators der Oberfläche und die Abplattungen der sämmtlichen ellipsoi- 
dischen Flächen kleine Werthe derselben Ordnung sind, und dass man die 
Grössen, die dem Quadrate oder den höheren Potenzen dieser Werthe pro- 
portional sind, vernachlässigt. In der angeführten Schrift wird der Satz aus- 
gesprochen und begründet, der den Zusammenhang zwischen der Resultante 
der Anziehung der ganzen Masse auf die Punkte ihrer Oberfläche und der 
Gestalt dieser Oberfläche, unabhängig von dem Gesetze, nach dem sich die 
Dichtigkeit der Masse von Schicht zu Schicht ändern mag, darstellt, und der 
den Namen seines Entdeckers trägt. Clairaut bestimmt aber auch die Ab- 
hängigkeit der Abplattungen jener ellipsoidischen Grenzflächen von dem be- 
liebig anzunehmenden Gesetze der Dichtigkeitsänderung durch eine Differential- 
gleichung und giebt die Integration derselben für die Annahme, dass die 
Dichtigkeit der Masse in jeder Schicht einer Potenz der Aequatorialaxe von 
einer ihrer Grenzflächen proportional ist. 

Die Bedeutung der von Clairaut entwickelten Resultate für die Be- 
stimmung der Gestalt der Himmelskörper wurde noch grösser, als Legendre 

Joarnal für Mathematik Bd. LXII. Heft 1. 1 
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den Beweis führte, dass eine rotirende flüssige Masse, bei der die Form der 
Grenzflächen der unendlich dünnen Schichten nur der Bedingung unterliegt, 
von der Gestalt der Kugel wenig abzuweichen, die von Clairaut vorausge- 
setzte Beschaffenheit haben muss, wenn der Quotient der Centrifugalkrafl durch 
die Resultante der Anziehung der ganzen Masse für die Punkte des Aequators 
der Oberfläche und die Abweichung der sämmtlichen Grenzflächen von der 
Kugelgestalt kleine Werthe derselben Ordnung sind, und wenn man die kleinen 
Grössen der höheren Ordnungen vernachlässigt. Denn da die Betrachtung 
einer flüssigen Masse sowohl der Voraussetzung, dass der feste Zustand der 
Himmelskörper aus einem flüssigen hervorgegangen sei, wie auch der An- 
nahme, dass das Innere derselben sich noch in feuerflüssigem Zustande befinde, 
entspricht, da ferner nach der durch Legendre erschlossenen Einsicht die Grenz- 
flächen der unendlich dünnen Schichten keine andere Form als die von Clairaut 
angenommene Form von Rotationsellipsoiden haben können, so kann der Er- 
forschung der hier auftretenden Phänomene keine allgemeinere Theorie als 
die von Clairaut gegebene zu Grunde gelegt werden. 

Die oben erwähnte Clairautsche Differentialgleichung, zu welcher Ze- 
gendre auf einem anderen Wege gelangt, behandelt derselbe unter einer neuen 
Voraussetzung in Betreff der Dichtigkeit der Masse in den einzelnen Schiebten. 
Wenn (;(6) die Dichtigkeit in irgend einer Schicht bezeichnet, wenn b der 
Radius einer Kugel ist, deren Fläche mit der äusseren Grenzfläche dieser 
Schicht gleichen Inhalt hat *) , und wenn K^ L Constanten sind , so ist es 
die Relation 

o 

(S. Memoires de Tacademie des sciences, annee 1789, Suite des recherches 
sur la figure des planetes, pag. 372 — 454.) 

Laplace untersucht in einer Abhandlung, welche am Anfange desselben 
Bandes gedruckt, nach einer Anmerkung Legendres aber später, als die so 
eben angeführte von diesem, der Academie überreicht ist (Mem. sur la 
theorie des Satellites de Jupiter) eine rotirende flüssige Masse von derselben 
Beschaffenheit, von deren Betrachtung auch Legendre ausgeht, fügt, aber die 
Annahme hinzu, dass bei derselben nicht nur die Gravitation der Flüssigkeits- 
theile gegen einander, sondern auch die Anziehung durch beliebige ausserhalb 

*) Diese Definition ist absichtlich so gefasst; dass sie auch für den später zu er- 
örternden Fall, wo diese Grenzflächen nicht mehr Eilipsoide sein müssen, gültig bleibt 
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liegende Massen wirksam sei, während der Werth dieser Anziehung auf die 
Theile der flüssigen Masse, dividirt durch die Resultante der Anziehung der 
flüssigen Masse auf die Punkte ihrer Oberfläche, als kleine Grösse von gleicher 
Ordnung mit dem Werthe der Abweichung jener Grenzflächen von der Kugel- 
gestalt angenommen wird. Durch die Stellung dieses Problems öffnet sich 
der tbeoretischen Forschung ein grosses Gebiet. Nachdem für den vom 
Schwerpunkte der ganzen Masse nach einem Punkte einer Grenzfläche ge- 
zogenen Radius vector eine nach Kugelfunctionen*) fortschreitend^ Entwickelung 
angenommen ist, zeigt es sich, dass die sämmtlichen Glieder dieser Reihe, 
folglich die Gestalten jener Grenzflächen, vollkommen bestimmt sind, sobald 
für die Aenderung der Dichtigkeit von Schicht zu Schicht ein beliebiges 
Gesetz gegeben ist. Die Bildung eines jeden Gliedes der Reihe erfordert 
aber die Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, und 
sowie das Glied, welches die Kugelfunction zweiter Ordnung enthält, genau 
der Abplattung der Ellipsoide in dem Clairautsdien Problem entspricht, so 
ist auch die zu diesem Gliede gehörende Differentialgleichung mit der von 
Clairaut aufgestellten übereinstimmend. 

Der Gang dieser Betrachtung unterscheidet sich übrigens von dem 
Gange des oben berührten Beweises von Legendre nur dadurch, dass bei 
dem letzteren die Kugelfunctionen von höherer als der zweiten Ordnung zwar 
formell auftreten, aber sämmtlich den Werth Null erhalten müssen, während 
diese Glieder bei Laplace Werthe bekommen, die von der Anziehung der 
äusseren Massen abhängen. Bei der Anwendung der Laplaceschen Unter* 
suchung auf die Bestimmung der Gestalt der einzelnen Himmelskörper unseres 
Sonnensystems, den Saturn ausgenommen, fallen die Glieder, welche Kugel- 
functionen von höherer als der zweiten Ordnung enthalten, fort, und es ergeben sich 
die von Legendre gefundenen Resultate. Dabei darf man aber nicht vergessen, 
dass die Bemerkung Legendres über das frühere Datum seiner Abhandlung 
nicht mit der Behauptung zusammenfällt, dass diese von Laplace bei der Ver- 
fassung der seinigen gekannt sei, und dass also diejenigen Resultate, welche 
Laphce mit Legendre gemeinsam hat, ebenso gut das Eigenthum des ersteren 
sind, wie des letzteren. 

Laplace hat den Inhalt jener Abhandlung in das dritte Buch der 
mecanique Celeste aufgenommen; im elften Buche dieses Werkes, das die 

*) Diese später eingeführte Benennung brauche ich des bequemeren Ausdrucks 
wegen. 
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Ueberschrifl hat: de la iigure et de la rotation de la terre, zeigt derselbe 
einen neuen Gesichtspunkt für die hierher gehörenden Fragen, indem er her* 
vorhebt, dass man über das Gesetz, nach dem die Dichtigkeit der Erdmasse 
sich von Schicht zu Schicht ändert, eine Hypothese bilden müsse, um die aus 
derselben abzuleitenden Folgerungen mit den Thatsachen der Beobachtung 
zu vergleichen. Zu diesem Ende nimmt Laplace an, dass in der ursprünglich 
flüssigen Masse des Planeten der Quotient der Zunahme des Druckes durch 
die Zunahme der Dichtigkeit der Dichtigkeit selbst proportional sei, und findet 
hieraus für das Gesetz der Dichtigkeit die obenerwähnte Formel von Legendre 

wobei er dessen Abhandlung anführt. Wenn bei dem vorliegenden Problem 
die Aequatorialaxe der ganzen Masse, die Rotationsgeschwindigkeit derselben 
und das Gesetz der Dichtigkeit gegeben sind, so liefert die Theorie drei 
Stücke, die mit drei unabhängigen Resultaten der Beobachtung verglichen 
werden können: erstens die Dichtigkeit der Erdoberfläche, deren mittlerer 
Werth dem constanten Werthe der Theorie entspricht, zweitens die mittlere 
Dichtigkeit der ganzen Erdmasse, welche durch die Versuche von Cavendish 
bestimmt ist, und drittens den Werth der Abplattung der Erdoberfläche, wel- 
cher durch Combination mehrerer Pendelbeobachtungen unabhängig von dem 
Gesetze der Dichtigkeit, das für das Innere der Masse gilt, ermittelt wird*). 
Laplace sucht nun die beiden Constanten der von ihm gewählten Formel so 
zu bestimmen, dass den drei angegebenen Anforderungen möglichst gut genügt 
wird, entscheidet sich aber hierbei für kein festes Resultat. 

Gegen die Hypothese über die Beziehung zwischen dem Druck und 
der Dichtigkeit, auf welche Laplace jene Formel basirt, hat man eingewendet, 
dass sie zu willkürlich sei, um zu sicheren Schlüssen einen Anhalt zu bilden. 
Wenn aber dem so ist, und wenn wir Oberhaupt nicht im Stande sind, die 
Form des Gesetzes der Dichtigkeit a priori anzugeben, so scheint es nicht 
ungerechtfertigt, eine Form, die die genügende Zahl, d. h. hier von drei, Con- 
stanten enthält, frei anzunehmen und diese Constanten aus den Beobachtungen 
zu bestimmen. Ob eine auf diesem Wege gefundene Formel als annähernde 



*) Der Werth der Schwerkraft unter dem Aequator^ der sich mit dem Werthe 
der Aoplattung zugleich ergebt, dient zur Elimination der Erafteinheit für die Massen- 
anziehung^ die a priori nicht bekannt ist 
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Darstellung des Gesetzes gelten darf, muss ich dem Urtheil der geehrten Leser 
anheimstellen. 

Ich habe die Form 

p(6) = D-Eb^ 
gewählt, bei der Q{b) und 6 die oben angegebene Bedeutung haben, und D, 
E, i. die Constanten bezeichnen, deren letzte stets positiv sein soll *). Unter 
dieser Annahme führt die Integration der erwähnten ClairautsclLen Differential- 
gleichung auf die Gamssche Reihe F(a, ß, y^ x) , und während D und E durch 
i, sehr einfach ausgedrückt werden, bleibt zur Bestimmung von l eine trans- 
scendente Gleichung von der Beschaffenheit, dass der Quotient von zwei 
Gaii^^schen Reihen die functiones contiguae sind, und in deren sämmtliche 
Elemente die Grösse l eingeht, einem gegebenen Werthe gleich werden soll. 
Mit Hülfe von einigen Eigenschaften der Kettenbrflche gelang es, den strengen 
Beweis zu führen, dass dieser Gleichung nur ein einziger reeller positiver 
Werth l genügt, und die Bedingungen zu erkennen, die für die Existenz eines 
solchen nothwendig und ausreichend sind. Bei dem Falle der Erde sind diese 
Bedingungen erfüllt, und so ergiebt sich für die Constanten D, E, l eine 
eindeutige Bestimmung, während die Anwendung der Kettenbrüche gleichzeitig 
ein zu der Berechnung der Grösse X geeignetes Verfahren an die Hand giebt. 
Die Werlhe der Constanten D, E, l, die ich auf Grund der geeignetsten mir 
zugänglichen Daten ermittelt habe, sind am Schlüsse der Abhandlung mit- 
getheilt. 

Da übrigens die Relation Q==D^Eb^ denVortheil gewährt, dass unter 
Annahme derselben bei dem allgemeineren von Laplace behandelten Problem, 
wo beliebige ausserhalb der rotirenden Masse befindliche Massen auf dieselbe 
anziehend wirken, die sämmtlichen übrigen Integrationen und Constantenbestim- 
mungen ebenso leicht ausgeführt werden können, als die den Kugelfunctionen 
zweiter Ordnung entsprechenden, so ist für den Anfang der Untersuchung 
diese allgemeinere Form des Problems beibehalten worden. 



§. 1. 
Der bequemeren Uebersicht wegen sollen jetzt die wesentlichsten bei 
der Rotation einer flüssigen Masse vorkommenden Formeln aus dem vierten 



*) Die Stelle der m^canique Celeste, Buch III, cap. 4, art 30, welche hierzu 
die Anregung gab, wird weiter unten besprochen werden. 
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Capital doM dritlon Buches der möcanique Celeste hergesetzt werden, jedoch 
0CK dasH diejenigen Glieder der Entwickelungen, die sich im Laufe der Unter- 
suchung als noth wendig verschwindend ergeben, von vorn herein weggelassen 
sind. Der Ort eines beliebigen Punktes wird bestimmt durch die Entfernung 
desselben r vom Schwerpunkte der ganzen Masse und durch die Länge und 
die Breite auf einer um denselben als Centrum beschriebenen Kugel; die eine 
Seite der durch dasselbe hindurchgehenden Rotationsaxe der Masse wird als 
positive (nördliche) betrachtet, die Lftnge mit (p, das Complement der Breite 
mit /> bezeichnet. Für einen beliebigen Punkt der flOssigen Masse wird die 
Enlwickelung 

(1.) r = 6(l + in(6)) 

vorausgesetzt, wo b der Parameter der (Äusseren) Grenzfläche einer bestimmten^ 
unendlich dünnen homogenen Schicht mit der Massendichtigkeit (>(6) ist, wo 
)„(6) eine Kugelfunction n^'"' Ordnung in Bezug auf die Elemente & und cp ist, 
in deren 2m -|1 Constanten der Parameter b eingeht, und wo die sdmmtlichen 
V«(6) einer kleinen Grösse erster Ordnung proportional sind, deren höhere 
Potenzen vernachlässigt werden. Eine scharfe Definition des Parameters b 
liefert* die Bemerkung^ dasi^ der Inhalt der zu demselben gehörenden Oberfläche 

durch das Integral / / r^j^ini^rf%*>rfy gemessen wird, da der Cosinus des Win- 

kels des Radius veetor mit der FlAchennormale hier um Grössen der zweiten Ord- 
nung von der Einheit verschieden ist« Setzt man aber in das Integral für r^ den 

Werlh 6'(l+2i2r).«v^^)% ^^ entsteht nach einem bekannten Satze der Werth 

des IntegnUs 4.ift*. Also ist 6 der Radius einer Kngel, deren Flächeninhalt 
dem Inhalte der in Rede stehenden Oberfläche gleich ist. 

Wenn man die Winkelgeschwindigkeit der gegebenen Rotation mit ai 
bezeichnet* st^ hat der Ausdruck 

die Eigt^nschaft^ dass seine nach drei auf einander senkrechten Richtungen 
yMOMneüen DiffnrenliaiqttoUenlen die betreffenden ComponeBten der aus der 
Rolulioii siek ergebenden Cenlrifngiüknift in Bezug auf den Punkt {ry&yff} 
liefern. Wenn r den Werih von 6« der der Oberfläche der gnnxen Masse 
entspridit^ nnd f die Einheil der Kraft fSür die Massenanii^nnf bezeichnet^ so 
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stellt der Ausdruck ixrc die Centrifugalkraft, der Ausdruck —^1 fQ{ß)ß^dß 
die Anziehung der ganzen Masse für die Punkte des Aequators der Ober- 



01 c 



fläche im Durchschnitt*) dar, und der Quotient -— j -^^ soll 



c 





einer kleinen Grösse erster Ordnung proportional sein. 

Das Potential V der Anziehung, welche die ausserhalb der flOssigen 
Masse befindlichen Massen auf einen Punkt (r^d-yip) desselben ansähen, wird 
durch die Reihe 



« __ 

n 



(3.) V = ^V^f^ 

2 



1«. /*'* 

3r / f(j{l3)ß^dß einer kleinen Grösse erster Ordnung proportional ange- 



ausgedrückt, in der V„ eine Kugelfunction n*'''^ Ordnung von den Elementen 
9' und (p bedeutet, und der Werth nV^if^^ getheilt durch den Ausdruck 

nommen wird. 

Die Bedingung des Gleichgewichts für die rotirende Masse, dass die 
Resultante aller hier wirkenden Kräfte in Bezug auf irgend einen Punkt der 
flüssigen Masse senkrecht gegen die Fläche constanter Dichtigkeit gerichtet 
sein muss, der derselbe angehört, nimmt die Form an, dass das Aggregat 
W der Potentiale von sämmtlichen anziehenden Massen und des Ausdrucks 

-g— ( 1 — P2 (cos d)) r^ eine reine Function des Parameters b sein muss, und 
hieraus entsteht die Gleichung: 

6 6 

+-^r^--^P2(cos^)r^+lnr' = Function (6). 

Nach Substitution der Reibe (1.) für r liefert das Princip, dass eine nach 
Kugelfunctionen fortschreitende Reihe einer von & und 9 unabhängigen Grösse 
nur dadurch gleich werden kann, dass die sämmtlichen Glieder, die Kugel- 



*) Dieser Ausdruck ist hier nicht im strengen mathematischen Sinne gebraucht, 
sondern soll nur den umstand bezeichnen, dass der Unterschied zwischen den cor- 
respondirenden WertUen für den vorliegenden Zweck unwesentlich ist 
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Functionen von höherer als der nullten Ordnung enthalten, verschwinden, die 
Gleichung 

(5.) ) " " - P ^ • ^ 



6 

für n ^ 2. Die eckige Klammer [ ] soll andeuten, dass das eingescMossene 
Glied zwar für « = 2, aber für keinen anderen Wertb von n Geltung habe. 
Aus der Gleichung (5.) folgt nun durch Differentiation die Differentialgleichung 

(6-) — 56?— = l—p — Tr:zrzTA^'^''^ ~ T^TTTirz ~db— • 




« ' II 



welcher man die Form 



(6*.) 






geben kann. Der Ausdruck — „f ■ ^ , mittelst dessen die Function p 

3/ Q^ß'^dß 



(I 



von 6^ d. h. das Gesetz der Dichtigkeit, in diese Differentialgleichung eingeht, 
ist gleich der Dichtigkeit in irgend einer Schicht, dividirt durch die mittlere 
Dichtigkeit des Theiles der flfissigen Masse, welcher durch diese Schicht ein- 
geschlossen wird. 

§. 2. 
Aus der Relation 

(7.) Q{h)=D-Eh\ 

welche von hier ab der Untersuchung zu Grunde liegen soll, ergiebt sich der 
Wertb des Integrals 

D6» £6^+* 



(8.) fQ{ß)ß'dß^ 



3 A + 3 ' 

da D, E, i. von b unabhängige Werthe bezeichnen, und es wird 

(Q \ (>(6)6* _ Db'-Eb^+^ D-Eb^ 

J '^^^^^^^ -z T+r T-T+3* 

' ' 
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Dieser Ausdruck giebt die Veranlassung, statt der Veränderlichen h eine neue 
I einzuführen, die mit derselben durch die Gleichung 

verbunden ist- Auf diese Weise geht die Gleichung (9.) in die Gleichung 

g(b)b* __ 3-(A + 3)l 



(11.) 



pQiß)ß'dß 



\- t 



I» 



Ober und die Differentialgleichung (6*.) verwandelt sich, da 

i/logfr = Y rflog/ 
ist, in die folgende: 

f"-^ (^-'^ T^i^)^' ^ ^ 'dX^^ V ^'•■-^• 

Die Form derselben stimmt mit der Form der von Riemann in seiner Ab- 
handlang Aber die durch die G'atf^^ische Reihe darstellbaren Functionen*) 

pag. 19 liar die Function ^("r^^-^J gegebeneu Differentialgleichung genau 

überein, weshalb ich zwei parliculare Integrale, die nach steigenden Potenzen 
der Grösse t geordnet sind, sogleich hinschreiben kann. Es sei der positive 

Werth der Quadratwurzel yJ^-S 12a ^727-17 = Ä,, ferner 

(1^-; — 2r — ^ ^^ • — Tk — "^ ' - • — I — ~ ^'- • 

so sind es. wenn man nach (iams 

F.<^.i%'/,l) - W—t- - ., ' ~ 1- 

setzt, die beiden Reihen: 

fi— 2 

(14.) t~^F-a,-\.^^-^\.y^^\.r 
nnd 

(15.) /"^F(-«. ^1. ;3f,^ 1, - ;,^L r. 

Dieselben entsprechen den Ausdrücken, die Laplace art. 30 des angeführten 
Capitels erhilt, indem er von der Erwägung ausgeht, dass. wenn die Dichtig- 
keit der Scblchten von der Mitte der Masse nach der Oberfläche hin abnehme. 



♦) Abhandl. d. k. G. d. W. z. Uöttinj-eu. Bd. Vll. 

Joanal flr MmliieiiMtik Bd. LXII. Heft 1. 3 
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dieselbe in eine nach steigenden Potenzen von b fortschreitende Reihe ent^ 
wickelt werden könne, und dass deshalb 

3 / eiß)ß'dß CA+^;^ 



u 



anzunehmen sei; und wir bemerken nach dem Vorgänge von Laplace^ dass 
von den Particularlösungen (14.) und (15.) nur die erstere fflr unseren Zweck 
geeignet ist, da die zweite fflr 6 = 0, d. i. auch für / = 0, einen unendlich 
grossen Werth erhält. 

Es fragt sich nun, ob ein Grund vorliegt, eine solche Relation zwischen 

3E 
den Constanten des Problems anzunehmen, dass die Grösse t = rxi^-^n ^^ ^^^ 

alle Werthe von 6 = bis 6 = e numerisch unter der Einheit bleiben muss; 
denn wäre dies nicht der Fall, so hätte man fflr das Integral der Gleichung (12.) 
je nach dem Bereich, in dem die Variable sich befindet, andere Formen von 
Reihen anzuwenden. Da die Constante l nur positive Werthe annehmen soll, 
wie oben bemerkt ist, so hat t seinen grössten numerischen Werth fflr b = c 

und es handelt sich um die Grenzen des Werth es u = TTXoyn^- Dieser 

Werth ist aber stets kleiner als die Einheit und auch positiv, wenn der Quotient 
des Verhältnisses der mittleren Dichtigkeit der ganzen rotirenden Masse zu der 
Dichtigkeit an der Oberfläche derselben ein unechter Bruch ist; und da bei 
unserer Erde diese Voraussetzung unzweifelhafte Gültigkeit hat, so soll die- 
selbe schon von hier ab festgehalten werden. Wird dieser Quotient durch § 
bezeichnet, so geht die Gleichung 

(16.) _^,1C^L_ = |, 







vermöge der Gleichung (11.) und der Substitution 6 = c^ t = u^ in die fol- 
gende über: 

M7^ 3-(A + 3)u _ Jl_ 
^* -^ 3(1-«) ~ I ' 

die für u den Werth 

3 * 
liefert, und dieser besitzt wegen der Ungleichheiten ^;>1, X>0 die ange- 
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führten Eigenschaften. Also bleiben die Reihen (14.) und (15.) für alle hier 
auftretenden Werthe von t convergent, und die Function r„ (b) hat nothwendig 
die Form 

(19.) n(6) = Kj^F{a^ + i,ß^ + i,rn+i.t). 
wo K^ einen durch die Gleichung (5.) zu bestimmenden von b unabhängigen 
Werth bezeichnet. 

Zu dieser Bestimmung ist es ausreichend der Variable b einen specielien 
Werth beizulegen, und es liegt nahe 6 = e zu setzen, wodurch (5.) die ein- 
fachere Form 

-[^/'2(co8i^)r]+F.c- = 



annimmt. Um den Ausdruck Y,{h) aus (19.) hier zu substituiren, sei 
gesetzt, und es kommt, da 6 = (x/)^, e = (xtf)^ ist: 

a 

-^r/)L.(l-«)(xt,)^F(«.+l,/9.4-l,^+l,«) 

. (20.) |+4^rZ)£./"0-^^)^^^"^'^''^"''^i'^-+''""+*''^^rfr L__ 

" ^ (2b+1)(x»)"^ 

- [^ P2 (cos 9) {y. ») ~] + F, (x tt)"^ =0. 
Durch tbeilweise Integration erhält man 



=(l_ A+i„) „-T-F(«,H l,/3,+l,y,+l , «) + h^f\^F{aM,ß,^\, r.+l, r) rfr. 



(I 



und weil nach (13.) — ^=y^, ferner das Integral 



y-Hi 



fy^F{a^+\,(i^+\,Y^+\,T)dr = ^F(a.+l,/?.+l,y,+2, ii) 

ist, so wird aus der Gleichung (20.) nach Weglassung des allen Gliedern ge- 

2» 
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n 

meinsamen Factors {xu)'' die Gleichung 

Dieselbe zieht sich durch die folgende Relation inter functiones contiguas 
zusammen 

(22.) kl-«)^(«.+^'/^.+ l'/-+^") + (^^^^;^ +^;^^)uF{a,+Uß,+Urn+2,H) 

' = F{a„ß,,y,,u), 

welche man nach Anleitung der ersten Section der disqu. gener. circa seriem 
iniinitam etc. *) leicht beweisen kann. Denn aus den Werthen von a^, ß„ y^ 
in (13.) folgen die Gleichungen: 

q./af, _ (Ä+3) 



y.-««— /^« = 0, 



7n 2n + l ' 



SO dass zur Bestimmung von L. die Gleichung 

4;i/ÜL.(-iF(a.,/?.,y.,«) + ~:y(l-^«)F(«.+l,^.+l,y.+1,i.) 

-[^P,(cosd)]-f F. = 
bleibt. So erhält man den gesuchten Werth 

'~ ^f^ F(ia„ß.,r.,u-)- ^-^^+'f^" F(a, + l./g,+ l,y.+<,«) 

und für die Kugelfunction Y„(b) den Ausdruck 

(-[^ '',(co8^)] + K.) (x(p~F(a,+i,ß,+i,rn+i,0 

(24.) y. (6) = -^^ — - 3_(A4-3)tt„. , , . , . 77T~ ' 

' F(a„/9.,y„«) g^-J_Z_F(o,+l,/S.+l,y,+ l,u) 

Mit der Aufstellung dieses Resultates schliesst der erste Theil dieser 
Untersuchung ab, dessen Zweck dahin geht, die Form der Flächen, in denen 
die Dichtigkeit q constant ist, unter Voraussetzung der Gleichung (7.) wirklich 
zu bestimmen, nachdem Laplace allgemein gezeigt hat, dass diese Bestimmung 



3 



*) Comm. IOC. Gott, recent. Vol. IT. 
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für jedes Dichtigkeilsgesetz ausgeführt werden kann; denn die Einsetzung des 
Werthes von Y^{b) aus (24.) in die Gleichung (1.) giebt den Radius vector 
r als Function der Polarcoordinaten & und (p^ d. i. die Gleichung jener 
Flächen. Die Gleichung für die Oberfläche der ganzen Masse, die durch die 
Substitution 6 = e erhalten wird, 

r= e(l+ly«(e)), 

kann man jetzt mit derjenigen Darstellung derselben vergleichen, die Laplace 
unabhängig von einem bestimmten Dichtigkeitsgesetze ableitet, indem er an- 
nimmt, dass die Resultante aller Kräfte, die auf einen Punkt der Oberfläche 
wirken, bekannt und in eine nach Kugelfunctionen der Elemente d-^ (p fort- 
schreitende Reihe entwickelt sei. Diese Resultante entsteht, indem man das 
Aggregat W in (4.) nach r differentiirt, dann für r die Reihe (1.) einsetzt, 

und darauf 6 = c nimmt. Wird daher für diesen DiiTerentialquotienten (-^ — j 

die Reihe 

(25.) -(-^) = SBo+f 2B. 

angenommen, wo SB, eine bekannte Grösse und zwar eine Kugelfunction it**' 
Ordnung von den Elementen t9^ und (p bedeutet, so kommen die Gleichungen 

(26.) ]SB. = -8nY,{c)/'r(fiß)irdß-L 

für n^2. Durch Verbindung derselben mit der Gleichung (5*) erhalt man 
alsdann fttr l'.(c) die Bestimmung 

- r^ ^. (C08 ti^) cl + (2b + i ) K. c--' + ffl. 
(27.) y.(c) = — ^-^ ^ 



(«-O-TT-y feCß)ß'dß 

II 

während in Folge der Gleichung (24.) 



(24*.) Y,ic) = 



ist. 



^"^'* F(a.,/?.,y.,«)-?::^Jd^F(a.+l,^.+l,y,+l,„) 
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§. 3. 
Ich lasse jetzt die Voraussetzung eintreten, dass die Wirkung der 
ausserhalb der rotirenden Masse befindlichen Massen aufhört, oder dass die 
sämmtlichen Functionen y\ der Reihe (3.) verschwinden. Dann lehrt die 
Gleichung (24.) dass auch die Grössen i;,(6) fflr ii>>2 gleich Null werden, 
und dasselbe gilt hierauf wegen der Gleichung (37.) nothwendig von den 
Grössen SB». Mithin wird die Form der Gleichungen (1.) und (25.) die 
folgende : 

femer hat man aus (24.) 

wo statt der Grössen «2, /?o, y^'i ^^ ^^^ J^^^^ ^^ immer geschehen soll, a^ 
ßr 7 geschrieben ist, und endlich aus (27.) 



^/VeCÄ/S'rf/? 



(I 



Hieraus ergiebt sich für y-iic) und ^^ die Darstellung 

y, (c) = 9 P, (cos 9), SBj = tt) Pj (cos ») , 
wo 9 und n> reine Constanten sind, und demgemäss fCu- einen nach einem 
Punkte der Oberfläche der flüssigen Masse gezogenen Radius vector 

(28.) r = c(l+9Pj(cosi^)), 

und für die Resultante der Kräfte, die auf einen Punkt der Oberfläche wirken, 

(29.) -(-^) = 2Bo+tt)P,(cosi>). 
Fär 9 kommen aber die beiden Gleichungen: 

1 ««FCa + l./J+l.y+l,«) 



(30-.) 9 = - 






and 



(30».) 9 = 



5«' , 



4m 
c 



irfamß'dß ' 

(I 
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zu denen noch die Gleichung aus (26.) 



hinzuzufügen ist. 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich zu dem zweiten Theile 
der Untersuchung, nämlich zu der Erörterung d^r Frage, wie die Constanten 
D, E, X der Gleichung (1.) 

^>(6) = D-Eb\ 

aus der die Gleichung (30''.) hervorgegangen ist, aus denjenigen Grössen 
gefunden werden, die für den Fall, dass die rotirende Masse unsere Erde ist, 

-^ — } 

der Gleichung (29.) mit dem Werthe der Schwerkraft in einem Punkte der 
Erdoberfläche von der geographischen Breite 7i^& und der geographischen 
Länge tp zusammenfällt, da ferner, wenn / die Länge des einfachen Secunden- 
pendeis für den Funkt {&y (p) bezeichnet, die bekannte Gleichung 

gilt, so liefert die Combination von zwei oder mehreren Fendelbeobachtungen 
für Orte von verschiedenen Breiten die Grössen SBo und n>*). 

Die durch Beobachtung bekannten Grössen, vollständig aufgezählt, sind 
demnach die folgenden: 

1) die Aequatorialaxe der rotirenden Masse 2a, 

2) die Winkelgeschwindigkeit der Rotation w, 

3) die Constante SBo? 

4) die Constante m, 

5) die Dichtigkeit der Oberfläche (^(c), 

6) die mittlere Dichtigkeit der ganzen Masse l(>(c). 

Um aus (30^.) und (30^.) den Werth 9 zu bestimmen, müsste cu^e be- 
kannt sein; da aber die Grösse 1 eine kleine Grösse der ersten Ordnung 



*) In der Einleitung Bind der klareren Vorstellune halber der Werth der Schwer- 
kraft unter dem Aequator =So— Itü, und die Abplattung der Oberfläche =— |t; 
als die beiden aus den Beobachtungen zu ermittelnden Constanten angenommen. 



■ to*g » ■^- - _w- 
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ist, SO wird der Ausdruck 



C • ' 



c 

(I 



von der zweiten Ordnung und ist deshalb zu vernachlässigen, so dass man 
die Gleichung 

— 5ai*a 



xo 



2B0+-3- 

oder, weil auch ^=r— von der ersten Ordnung sein muss, die Gleichung 

5w*a , 
^— + w 

(32.) 9 = - 



3Bo 
erhält. Den Werlh c bestimmt jetzt die Gleichung (28.), indem 6^ = -^, 

folglich P2 (cos S-) = o '~ gleich — j wird, und r in a übergeht, 

a = c(l~|9); 
weil 9 eine kleine Grösse erster Ordnung ist, so ergiebt sich der Werth 

(33.) c = a(I+|9). 

Um die Werthe D und £ durch die Grösse X auszudrucken, hat man 
erstens in (7.) 6 = c zu setzen, d. i. 

(f(c) = D-Ec\ 

und zweitens nach den Gleichungen (17.) und (18.), wo 



_ 3E 2 
^ - (A+3)Z>^ 



gesetzt ist. 



Demnach wird 



3-(A + 3)u -^» "- X+3, 

3 * 



F^z_ (^ + 3)1) ^^_ (A + 3)(g-l) ^ 
^"^ 3 «- (i + 3)|-3 ^' 

,(c)= 2)-£?c^ = (il+3)|-3 ^> 
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folglich 



(34.) D = ü±3)izip(c), 

(35.) Ec^ = C^+^X^-O p(e), 
oder, wenn man den Werlh von c aus (33.) anwendet, i 

(35-.) E =\-'(i-^,) ^'+'f-'\ (c). 
Schliesslich aber kommt durch Gleichsetzung der beiden Werthe von 9 aus 
(30".) und (30*.), da ■^J'fQß'dß = ^{\-u)c ist, die folgende Gleichung 
für die Grösse X: 



(36.) 



FC«.A^t.)- ^"-^^+^> F(a+i,W,y+i,t^) ^^'-"^ 



Die Lösung des gestellten Problems hängt jetzt allein von der Discussion 
dieser Gleichung ab; deshalb scheint es angemessen, die Ausdrücke der Ele- 
mente «, ßy Y, u durch l noch einmal hinzuschreiben: es war nach (13.) 
und (18.) 

(37.)« = ^, ß = ^. y = y, ^ = j:rf^—. Ä = ^4P+T2X+25 . 



§. 4. 
Multiplicirt man die beiden Seiten der Gleichung (36.) mit —j{i — u) 
und vertauscht in den Brüchen auf beiden Seiten Zähler und Nenner, so kommt 

F(j», ßy y> «*) 3 - (Ä + 3)ii «'c 



(1— ti)F(a+1,/y+l,y+^t*) 5(1-ti) '^ 5ai'c-3tt)' 
folglich, da nach (17.) '^^^Z.J^ =y ist. 



Aus einer bekannten von Enler herrührenden Gleichung: 

(38».) F{a, ß, r, «) = (l-„))'-«-/'F(y-«, y-ß, /, «) , 
erhält man durch Einsetzung von a+1, ß+i-, j'+i fär «^ ^, / die Relation 

F(«+l,/3+l,y+l,«) = (l-«)''-«-^-'F(y-a,y-/3,y+l,«.), 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 1. 3 
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welche in unserem Falle sich, wie folgt, vereinfacht: 

weil nach (37.) y—a—ß = ist und die Elemente a und ß mit einander 
vertauscht werden dürfen. Wird nun die rechte Seite der Gleichung (38.), 
die aus lauter gegebenen Grössen besteht, 

gesetzt, so verwandelt sich die Gleichung in die folgende Gestalt: 

welclio für die vorzunehmende Discussion geeigneter ist als die ursprüngliche. 
Es soll jetzt eine Relation inter functiones contiguas benutzt werden, 
um die linke Seite der Gleichung (40.) in einen Kettenbruch zu verwandeln. 
Setzt man in der Formel (16.) der angeführten ffat^^schen Abhandlung (^+1) 
für y, und u für x, so entsteht die Gleichung 

welche durch Division mit der Function F{a, ß^y+i^u) die folgende wird: 

Es ist aber in Folge der Ww/iTHoheu Gleichung (38*.) 

F(a + 1,/Hl,y4a,w) (I -w/-^ F(y-a+l,y-/?+l,y+2,«^), 
F{a,ß,YM,u) . (l'-«)^"*-'*»'F(y-a+l,y-/?+l,y + l,«), 
folglich 

und deshalb entsteht aus (41.) die Gleichung 

^"^^'^ F(ia,ß,r/u) g/g u FQy^a+i,r^ß+i,r+2,u) 

"^y(y + l) i-u F(y-a+l,y-/J+l,y + <,ti) 

Hier hat der Quotient, der im Nenner der rechten Seite als Factor der Grösse 

^"^ ,^ T^ — vorkommt, dieselbe Form wie der Quotient, der die linke Seite 

bildet, und kann aus diesem erhalten werden, indem respective die Grössen 
y— a+1, y— /94-1, y+l an die Stelle der Grössen a, ß^ y treten. Diese 
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Substitution in (42.) ausgesführt giebt sogleich die Relation 

F(y-«+l,y-/9+l,y+2,«) _ 1 



(y + 0(y+2) l-«F(a+l,^+l,y+2,«) 

und die Einsetzung dieses Werthes in die rechte Seite von (42.) liefert den 
Anfang einer Kettenbruchentwickelung, die offenbar durch Aviederholte An- 
wendung von (42.) nach Belieben ausgedehnt werden kann. Um die Anwen- 
dung dieser Entwickelung zu erleichtern, mögen folgende Bezeichnungen ein- 
geführt werden: 

F(:a+n,ß+n,r + 2n+i,u) _ 



F{cc-\-n,ß+n,r-^2n,u) 



= V: 



2»J 



F(ir-a-\-n+i,r-ß + n + i,r + 2n + 2,u) _ 
(43.) lFQr-a + n+i,r-ß+n + i,r + 2n+i,u) " V*-+" 

(y— «+«)(y— /?+«) _ ^ 

(y+2«— l)(y + 2«) ~ ^' 



(a + «)(/? + «) _ 



(y + 2n)(y + 2« + i) 



^»+1 



9 



SO dass für einen beliebigen Werth der ganzen Zahl m die Darstellung 

i 



(44.) tp, = 



u 
1 + e, 



1 — M 



1+e. " 



i — « 



i + 



u 
em-i 



+ — '- 



1 — U 



Stattfindet. 

Vermöge dieser Bezeichnung nimmt die Gleichung (40.) die Gestalt 

(40 •.) V« = I 
an. Aus der Gleichung u = — j~ folgt 

i±i|-i 

(45.) -^ = iC|=121 = i 



wo die Grösse ^, da | nach der oben gemachten Annahme stets grösser als 
die Einheit ist, immer positiv sein und unter dem Werthe 3 liegen mnss. 
Um die Grössen e^. und e^+i zu bilden, dienen die aus (37.) folgenden 

3* 
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Gleichungen 

(37*.) ( ' / 

und man findet 

u _ (n*— l)A + 5n — 3 

('46^ ,^" 1-« ~ ((2n-l)i+5)(2ni+5) ^' 

" _ («•-!) ;i + 5h -3 

Der KOrze halber werde 

(47.) «-T^ = /- 

gesetzt, dann folgt aus (46), dass die Grössen f„ für m^2 stets positiv 

sind, indem nach der Annahme ^>0, S>0 ist, dagegen hat /i den nega- 

A4-3 
tiven Werth ~ 57rT5Y^* Ferner schliesst man mittelst der Gleichungen (37*), 

dass die ffaii^^schen Reihen, welche für m ^ 1 Zähler und Nenner der Functio- 
nen y^^ bilden, aus lauter positiven Gliedern bestehen, und dass jedes Glied 
eines Zählers einen kleineren Werth besitzt als das gleichstellige Glied des 
zugehörigen Nenners. Folglich ist der Werth eines jeden ip^, für welches 
m^l ist, ein positiver echter Bruch, und wenn man daher in die rechte 
Seite der Gleichung (44.) an die Stelle von yj^ nach einander die Null und 
die Einheit setzt, so erhält man zwei Grenzen, die den Werth von ^^ ein- 
schliessen. 

Es werde nun die Bezeichnung 

(48.) Vt^ = — 



i + ^^' 






eingeführt, wo h nach der Natur der Sache kleiner als m sein muss, so sind 
W^^'^^ und 'FfJ"*"*^ die angegebenen Grenzen für den Werth von %^ oder in 
anderen Worten, derselbe liegt immer zwischen zwei auf einander folgenden 
Näherungswerthen der ohne Ende fortgesetzten Entwickelung (44.). Aus 
den allgemeinen Formeln für die Näherungswerthe eines Kettenbruchs*) er- 
geben sich in Folge des Umstandes, dass die Grössen ^, /a^ ... sämmtlich 



*) Methodus nova integral, val. etc. art. 17. Comm. sog. Gott, recent Vol. III. 
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positiv sind, die Ungleichheiten 



(49.) 



!pf' 


<¥^r<?Fr .. 


» • 


yo) 


> y//») > ipf ) . . 


1 • 


y.0. 




* 


r("-0 mC") 

1 > ^— • 


A. 



Ein Blick auf die Gleichungen (46.) zeigt, dass die Grössen f^ für keinen hier 
vorkommenden Werth von l*) mit wachsender Stellenzahl m über eine gewisse 

leicht anzugebende endliche Grenze hinaus zunehmen ; mithin bleibt . _r*^ auch 

bei wachsendem m ein von der Einheit um eine endliche Grösse verschiedener 
echter Bruch, und die letzte der hingeschriebenen Ungleichheiten lehrt, dass 
die Differenz 

durch passende Wahl von m einen numerischen Werth erhalten kann, der 
unter einer noch so kleinen gegebenen Grösse liegt. Wegen der Gleichung (48.) 
hat man offenbar 

(48 ^) wt^ = ^ 



und für den speciellen Werth A = 

1 



(48 ^) y;['*> = 



1+A^: 



(m) 9 



A + 3 
WO /l pach einer früheren Bemerkung den negativen Werth — ^,.7^. .^ ^ hat. 

Hier kann der im Nenner stehende Ausdruck l+Zi^P"/"*^ niemals gleich Null 

werden, da ^P'/'*^ wie die sämmtlichen Grössen W^"^, bei A^l, einem posi- 
tiven echten Bruche gleich' ist, und da von den beiden Factoren von — ^ 

A4-3 C 3 

j^TT' und T-<"5"9 dasselbe gilt. Deshalb zieht man aus (49.) den Schluss, 

dass die Ungleichheiten 

(50.) 



?P,(^^ < »^ W <^ ^^(6) , ^ . 


^,ct) > v^^y > 


21/(5) 

-•^o • • • 


Zfr(2»-i) ^ ^.) 


<^ U/(2>«+l) 



*) d. h. für keinen positiven Werth, da die negativen Werthe und der Werth 
Null ausgeschlossen sind. 
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bestehen, und dass die Differenz 

m(m-l)_ Uf{m) 
^ 

bei wachsendem m numerisch kleiner wird als eine noch so kleine gegebene 
Grösse. Da aber die Function %^ wie erwähnt worden, stets zwischen den 
Werthen ?P;["*~*^ und W^\'^^ eingeschlossen ist, so enthalten die angeführten 
Thatsachen den Beweis dafür, dass die Näherungswerthe der ohne Ende fort- 
gesetzten Entwickelung (44.) zu einer beliebig genauen Darstellung der Function 
V'c) geeignet sind, deren Art und Weise durch die Ungleichheiten 

(51.) ^,r-'> > Vü > ^r^ 

bezeichnet ist. 

§. 5. 
Um zu dem Beweise des Satzes zu gelangen, dass die Gleichung (40* ) 
nur durch einen einzigen reellen posiliven Werth X befriedigt werden kann, 
bilde ich die algebraische Gleichung für l: 

(40«.) ¥;(-) = i_ , 

welche vom m***" Grade ist, und zeige von dieser, dass sie stets nur eine 
einzige reelle positive Wurzel i^"*^ haben kann, welchen Werth die Zahl m 
auch annehme. Dass diese Gleichung für k vom m^""" Grade ist, ergiebt sich 
sogleich, wenn man die einzelnen Gleichungen, die m = 1, 2, . . . entsprechen, 
successive bildet, was später geschehen soll. Die ausgesprochene Behauptung 
wird aber dadurch begründet werden, dass aus der Kettenbruchentwickelung 

(48^) ^,f-> = —-fr 

1+A 



i+ ^' 



1 + .. A-L 

welche aus (48.) durch die Substitution A = entsteht, der Differentialquotient 

— 1| — abgeleitet wird, und dass derselbe sich für alle nicht negativen Werthe 

von X als wesentlich positiv erweist; während nämlich bei der Function Vo 
die Ausschliessung des Werthes i = durch die ursprüngliche Definition (43.) 
geboten war, so ist dieses bei der Function ^Pjf*^ nicht der Fall. 

Die Gleichung (48^) liefert für die Grösse f, ^P/*"^ den Ausdruck 

4 __ Uf ^"*^ 
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nimmt man von beiden Seiten dieser Gleichung die Logarithmen und dif- 
ferentiirt dieselben nach l (wobei das Differential dX fortgelassen werden 
kann), so kommt 

oder 

(52.) rflog¥^,,^-> = (^,["^-l)(rfIog/i+rflog¥^/"'0. 

Auf gleiche Weise folgt aus (48".) die allgemeinere Relation 

(53.) rflog¥^w ^ (¥^,c->-l)(rflogA+i+rflog¥^/;>). 

Setzt man in dieser ä = 1 und substituirt den Werth von rflog V'/"*^ in (52.), 
setzt man dann in (53.) A = 2 und substituirt in der neuen Form von (52.) 
den Werth von dlog^F^'^\ und wiederholt dies Verfahren bis zu der Sub- 
stitution A=m— 1*), so entsteht folgende Darstellung des Differentials rflogV^f"*^: 

dlog'F^'^^ = (V'J'-^-l)rflogA 
(54.) { +(^r^~l)(^/"'^"-l)rfIogA 



+(?p,<->-i)(?p/->-i) . . . {n^\-i)diogr^. 

Für den speciellen vorliegenden Zweck ist es angemessen, den Factor (¥^,f"*^"~l) 
auf die linke Seite der Gleichung zu werfen und zu bemerken, dass der Factor 

mWriifW — T\ ^^^ rf^o*^ vermöge der Gleichung (48?.) gleich dem Ausdruck 

WC"») ^^*' ^^^ wegen der Ungleichheiten /i <; und V^/"^ > stets 

positiv und endlich bleibt, und wegen der Ungleichheit l+/iV^/'*^>0 nicht 
verschwinden kann. Auf diese Weise erhält man die Gleichung 

(i+n^i'^'T dw^ _ d^o^ ,^,, dnogf^ 

_^^ip(-) dX ~ dk '^^ ' ^ dk 

(55.) \ ' ' + • • 

+ (yr^-l)...(n-\-l)^^, 

und es ist klar, dass der Differentialquotient —r^ — stets positiv sein muss, 
sobald die rechte Seite dieser Gleichung stets positiv ist. 



*) wo Wir^ = 1, rflog^'i"'^ = zu setzen ist. 
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Um sich von dem letzteren zu fiberzeugen, ist die Bildung der Dif- 
ferentialquotienten — ^r^ 9 — §f^ ? • • ai>s (46.) erforderlich, und man findet 

; rflogA« _ w'— 1 2n—i 2« 

dk "" (»•— i)H5»— 3 (2ii— OA+5 2»A+5 



-e 



2« 



(56.) 



■" ((n*— i)/.+5n-3)((2n-^i)A+5)(2»A+5) ' 

G2„ = 2«(2«-l)(«'-l) A'+4ft(2ft~l)(5«~3)A+5(15«'~17«+8), 

dlogA^+i _ w'-i 2n 2n+i 

dk ""(»•— i)A+5n-3 2nA+5 (2ii+1)/.+5 



"" ((n»-I)A+5«— 3)(2«A+5)((2«+l)A+5) ' 

G,,^., = 2fi(2«+l)(«~l)X'+4ft(2«+l)(5«~3)H5(15ft^~7«+2).' 

Diese Darstellungen zeigen, dass die Grösse — ^x — TTHrövITIsT Positiv 
ist, während die übrigen — ^f^? — ^^' '' sämmtlich negative Werthe 

haben. Da nun die Grössen V^"^^^ W^"^^^ . . . sämmtlich gleich positiven echten 
Brüchen sind, so erhellt, dass von den Gliedern der rechten Seite der Glei- 
chung (55.) das erste und das zweite positiv sind, die übrigen aber vom 
zweiten ab abwechselnd positiv und negativ ausfallen. Wenn sich daher be- 
weisen lässt, dass vom zweiten Gliede ab jedes Glied einen kleineren nu- 
merischen Werth hat als das demselben unmittelbar vorhergehende, so muss 
die ganze rechte Seite der Gleichung (55.) nothwendig einen positiven 
Werth haben. 

Das (A+1)*^ Glied der in Bede stehenden Beihe wird aus dem ä**"" 
durch Multiplication mit dem (negativen) Factor 

^ CW«)-i^ 



dl 

gebildet; mithin kommt es darauf an zu zeigen, dass der numerische Werth 
desselben unter der Einheit liegt, oder dass für A^2 

(57.) - -^fA > -ÄA±L(i _??,(-.)) 
ist. Da aber för Ä^l wegen /a+,>0 die Function ¥»)?"> >-i-ri — ist, 
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SO wird die Ungleichheit (57.) gelten, sobald die Ungleichheit 

(57..) _ü-A.>-Ü^O__^) 

erfüllt ist, der man folgende Form geben kann: 

Ich unterscheide bei der Einsetzung der Formeln aus (46.) und (56.) zwischen 
einem geraden und einem ungeraden Werthe von h. 
Erster Fall. h = 2n. Die Ungleichheil 

((«'_l)i+5n-3)((2n-1);.+5)(2«Ä+5) 

K, (^ 2»-1 2n+i \ (H'-1)A+5n-3 ^ 

^-^y (2«-l);i4-5 '^ (2«+l)A+5/ (2nA4-5)((2n+i)A4-5) ^ 

oder durch Befreiung der linken Seite von ihrem Nenner 

r-SSM r ^ 10((n'-O;.+5n- 3yg 
(0» .; C,. > ((2« + l)A+5)' • 

ist allgemein für X ;> gältig, sobald sie für 1 = besteht, da die Function 
Gi,, wie ihr Ausdruck in (56.) sogleich lehrt, mit wachsendem l zunimmt, 
die rechte Seite von (58°.) aber mit wachsendem l abnimmt, weil fär » ^ 1 

"5^ > 2;—^ ist. Für 1 = geht aber (58".) in 

(58*.) 15«'-17«+8> '^^^"~^^'^ 

über, und weil ^ stets unter dem Werthe 3 liegt, so ist (58*.) eine Folge 
der offenbar richtigen Ungleichheit 

(58'.) 15«'-17«+8>-^^5|=^. 

Zweiter Fall. h = 2n+i. Die Ungleichheit 

GinjA ,,.^ / n*4-2w n'—i 

((n'-t)A+5n-3)(2nA4-5)((2n+l)X+5) -^ \ (n''+2n)A+5n+2 "''(»'- i)A+5n-3 

^ "^ ' 2»4-2 2« \ (n'+2w)A + 5« + 2 ^ 

"^(2n+2)A+5 2»A-f5/((2«+OA+5)((2«+2)A+5)^ 

oder nach Wegschaffung des Nenners der linken Seite 

^^QM r ^ ^ 10((«*+2»)^+5»+ 2) (C»'-OA+5«-3) (5»'-n+2)(^l.A+5) ^ ^ 



V ((2»+2)A+5)' (2«4-2)A+5 / 

folgt aus derjenigen, die man erhält, indem man den zweiten negativen Sum- 
manden des Factors von ^ fortlfisst. Die so gebildete Ungleichheit besitzt, 

Jonmal Ar Mathematik Bd.LXII. Heftl. 4 
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wie leicht einzusehen, wieder die Eigenschaft von (öS"".), dass ihre linke Seite 
mit von der Null an zunehmendem l wächst, die rechte abnimmt. Man hat des- 
halb nur ^ = zu setzen, wodurch die Ungleichheit 

(59^) 15fi^~7«+2>2(«+f)(«-i)C 
kommt, welche wegen der Bedingung C<l3 aus der evidenten Ungleichheit 

(59^) 15«^-7fi+2>6(«+i)(«-|) 
folgt. 

Auf diese Weise ist die Ungleichheit (57*.) und folglich auch die Un- 
gleichheit (57.) vollständig bewiesen, und die Behauptung, dass der Differential- 

quotient — -^ — für A^O stets positiv ist, gerechtfertigt. 

Um das Schema für die geordneten Gleichungen V^jf"^ = — zu erhalten, 

kann man die Function V^^""^ statt in der in (48^) gegebenen Form in der fol- 
genden darstellen: 

(60.) ^P,J-) = i— — 



A + 5 + l^ 



2A + 5 + .. . gm 



gm 



wo /« = ((^CT_^^;^^5)(^^;^ I 5^ geselzl isl, Und daher nach (46.) gr, diese Be- 
deutung hat: 

(61.) flr,. = ((„'_l)X+5«-3)S, g,^, = ((«'-l)i + 5»-3)^. 
Nimmt man daher 

(62.) V = 4S- 

und bildet die Grössen S^"*^ und T^"*^ nach den oben angeführten Formeln*) 

SO) = (i+5)S(% r^> = (i+5) TC"> + ii/i, 

S(^) = {2l + b)S^'^+g^S^''\ T^> = {2X + b)T^'^+g^T^''\ 



so ist klar, dass die Grössen S^**^ und T^"*^ ganze rationale Functionen von 
X vom m'*" Grade werden, da die Grössen g^ lineare Ausdrücke in l sind. 

Mithin wird die Gleichung W^"^^ ="tö^ ~^ durch Multiplication 

*) Methodus nova integr. val. etc. art. 17. 
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mit dem Nenner T^"*^ geordnet^ und für die Bildung der Gleichungen 

(40*.) r"'>~iyS^"»> = 
kommt folgendes Schema: 

(63.) /^'"'-^'Sf^'' =(^+5)(l-^) + ii/i. 



TW^.^SC«) = (m;i + 5)(T^"-^>-iyS^"^^>)+iy^(r— '>-7yS^--^>), 

durch das die frühere Bemerkung, dass die Gleichung (40*.) eine Gleichung 
m*'*" Grades für l ist, ihre Bestätigung findet. 

Aus der vorhin bewiesenen Thatsache, dass der Differentialquotient 

-— — für 1^0 stets positiv ist, folgt erstens, dass die Gleichung (40°.) 

i 
y^jf"*^ = — nie mehr als eine reelle positive Wurzel A^*"^ haben kann, wie be- 
hauptet ist, es folgt aber auch zweitens, dass die Gleichung nur dann und 
dann stets eine solche Wurzel besitzt, wenn der Werth — zwischen den 

beiden Werthen liegt, die V^\"'^ für il = und l=oo annimmt. Aus den Gleichun- 
gen (46.) erkennt man, dass bei einem über jede Grenze hinaus wachsenden 
l die Grössen f^, bei denen m^2 ist, sich der Null nähern, während /; den 

Ausdruck — |- zur Grenze hat, dass femer bei 1 = 

(f\A\ r ___(5n-_3)C _ (5n~3)f 

wird. Der Werth von ?F„^"'^ für i = 0, der ^^"*^ genannt werden mag, ent- 
steht also aus (48^) durch Substitution der vorstehenden Werthe von f^; der 

Werth V'jJ"*^ für il = oo zieht sich in das Glied p- zusammen. 

§. 6. 
Die Eigenschaften der Functionen ?Pj["*^ welche beim Zunehmen der 
Zahl m hervortreten, ^ind in §. 4 unter der Voraussetzung abgeleitet worden, 
dass die Grösse A zwar einen beliebig kleinen endlichen positiven Werth, 
aber nicht den Werth Null annehmen darf. Es ist jetzt zweckmässig zu zei- 
gen, dass diese Eigenschaften auch noch bei >l = gelten, wo nach der ein- 
geführten Bezeichnung ?FJ"*^ in Q^"^^ übergeht. Geht man zu diesem Ende auf 
die Functionen ¥7"*^ zurück, so erhellt, dass die Ungleichheiten (49.) jedenfalls 

für A = bestehen bleiben, da dieselben nur voraussetzen, dass die Grössen 

4# 



s 
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A? /s? • • • positiv sind; und dies ist nach (64.) bei k = auch der Fall. Um 
aber aus der Ungleichheit 



m 
m 



zu schliessen , dass die Differenz ¥^/*-** — V^"*^ roit wachsendem m sich der 
Null beliebig nähert, kann man sich auf den von Weierstrass *) bewiesenen 
Satz stützen^ dass das Product 



(,+i.)(i+ ')...(,+ ^) 



mit zunehmendem m über jeden gegebenen Werth hinaus wächst, so bald die 
aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 

bei zunehmendem m nicht convergirt. In Folge von (64.) ist diese Bedingung 
hier offenbar erfüllt und der gezogene Schluss gerechtfertigt. Da nun der 
Uebergang von den Functionen iP"/"*^ zu den Functionen S^j}"*^ bei il = der- 
selbe ist wie bei >l>0, so ist die in Betreff der Grössen ^^"^ ausgesprochene 
Behauptung erwiesen; d. h. es steht fest, dass die Ungleichheiten 

n(2«-l) -^ n(2i.) ^ Qi2m+l) 

richtig sind, und dass, weil die Differenz p^"—^)— pc-») ^n zunehmendem m 

ohne Ende abnimmt, die Grössen Q^'^^ in diesem Falle gegen eine gewisse 

feste Grenze convergiren, die mit Q bezeichnet werden soll. Es ist also Q 

der Werth des in infinitum fortgesetzten Kettenbruches 

i 



* 25 










i + 


2S 
25 

i + 


25 

1 + 


n 

25 

1+ 


25 



1 + etc. 



*) Band LT, pag. 19 dieses Journals. 
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Aus den entwickelten Eigenschaften der Grössen Q^*^^ ergiebt sich nun un- 
mittelbar, dass, wenn Q kleiner ist, als ein beliebiger gegebener Werth — , 
in der Reihe Q^^^, Q^^\ . . . eine gewisse Grösse Q^"^^-^^ die erste ist, welche 
unterhalb — liegt, und dass dann die sämmtlichen Grössen Q^'^^, bei denen 

die (gerade oder ungerade) Zahl m>>2iV— 1 ist, unterhalb — bleiben; und es 

ergiebt sich ebenso, dass, wenn Q grösser ist als ein beliebiger gegebener 
Werth — , in der Reihe Q^'^>, Q^^\ . . . eine gewisse Grösse Q^'^^^ die erste 

ist, die oberhalb — liegt, und dass dann die sämmtlichen Grössen Q^'"^, bei 

denen die (gerade oder ungerade) Zahl m > 2N ist, oberhalb — bleiben. 

Hält man diese Bedeutung der Zahlen 2iV— 1 und 2N bei Q <. — 

und p > — fest, so ist klar, dass, sobald die Ungleichheit 

i . i 



(65.) P < V < —V 

\ 

erfüllt ist, die sämmtlichen Gleichungen ¥^0^*^ = — ^ ^^^ denen m>2iV— 1 ist, 

durch einen reellen positiven Werth A^"*^ = l befriedigt werden, dass dagegen, 
sobald die Ungleichheit 

^ n 

gilt, die sämmtlichen Functionen ^f^f*^ , bei denen m^2iV ist, für i^O 

stets positiv bleiben. Wird die Ungleichheit (65.) befriedigt angenommen, so 

gelten wegen der Ungleichheiten (50.) und wegen der Ungleichheit — ~ — >0 

für ;l ^ in Betreff der relativen Grösse der Werthe V<^^-^\ X^^^\ ... die 
Beziehungen 

(66.) ^y^^ > i<'^+'> > IS^^^'^ . . . , 

I i(^-*> < X^^"> > ;i<^-+^> (ftlr n ^ iV). 

Denn wenn zwei Functionen A und B von A,, von denen ^>>JB ist, mit 
wachsendem X beständig zunehmen, so muss der Werth von A^ fflr den A 
einem bestimmten Werthe gleich wird, immer kleiner sein als der Werth von 
Xy für den dasselbe bei B eintritt. Auch sieht man leicht, dass der Werth 
der Differenz i^"^'^— A,^*^ mit wachsendem «1 sich der Null nähert. 
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Der Beweis dafür, dass die Gleichung (40*) 

welche für unser Problem den Werlh l bestimmen soll, eine einzige reelle 
positive Wurzel bat, sobald die Ungleichheiten (65.) 

... 



- '-i 

befriedigt sind, und keine reelle positive Wurzel hat, sobald diese Ungleich- 
heiten nicht befriedigt sind, lässt sich jetzt, wie folgt, zusammenfassen. Wenn 
die Ungleichheiten (65.) gelten, so giebt es nach dem oben Gesagten eine 

solche Zahl N, dass für « ^ iV die Gleichungen V^'"^'^ = — und ¥^J'-^ = — 

respective durch die reellen positiven Wurzeln A^^*""*^ und i^'"^ erfüllt werden. 
Wegen der Ungleichheiten (51.) 

^o'""'^ > V'.i > ^^'"^ 
und der mehrfach angewendeten Ungleichheiten 

dX >"' dX ^"' 

hat die Function V'o~— bei O^X^X^^'^ einen negativen, bei i^A^'*^ 

einen positiven Werth. Aus dieser Ursache muss dieselbe, da sie sich, so 
lange /*>0, mit X stetig ändert, innerhalb der Grenzen i = i^^"-^^ und A = i^^"^ 
gleich Null werden; weil aber diese Grenzen durch Wachsenlassen von n be- 
liebig nahe an einander gerückt werden können, so ist der eine Grenztcerth, 

dem sich X^^""^^^ und A^^"^ ohne Ende nähern, der einzige Werth X^ der die 

i 
Gleichung i//„ = befriedigt. 

Wenn die Ungleichheiten (65.) nicht erfüllt sind, so kann man ent- 

i __ i i i 1 \ 

weder — >. jr- oder 0> — oder = — haben. Wenn — =s f- 

5 5 

ist, so wird offenbar für jede Zahl m und für jeden endlichen positiven Werth 

X die Function V^\''^ negativ, und daher auch vermöge der Ungleich- 

heiten (51.) die Function xpo negativ und niemals gleich Null. Der Werth 

1 1 

;. = X) , der bei — = w- genügt, ist durch die Natur unseres Problems 

ausgeschlossen. Wenn Q^ — ist, so existirt, wie bemerkt wurde, eine solche 
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Zahl N, dass die Differenz ^J">-— für m^2iV und ;L^0 positiv bleibt; 

mithin ist vermöge (51.) ebenfalls y^o >0, und die Gleichung (40*.) 

1 
liefert keine reelle positive Wurzel. Es kann nun endlich Q = — sein; in 

diesem Falle ist zu erwägen, dass für jeden die Null übertrefFenden Werth 
von l die Werthe ¥^^[2"-*> und V^jf"^ den Werth von ipi, beliebig enge ein- 
schliessen, und dass diese Grenzen, sobald X stetig abnehmend gleich Null 
wird, ebenfalls stetig in die Werthe ^^^""^^ und Q^'^"^ übergehen, die mit 
wachsendem n gegen dieselbe Grenze Q convergiren. Nun gestattet zwar 
unsere Definition von v^o als Quotient von zwei hypergeometrischen Reihen 
nicht, den Werth dieser Function für >t = zu betrachten, da alsdann die 
Convergenz der Reihen aufhört (und zwar nicht allein, weil w = 1 wird, son- 
dern auch weil die Elemente a und y mit abnehmendem l über jede Grenze 
hinaus wachsen); allein das stetige Verhalten der Grenzen iF^J^"-^) und ¥^(^"* 
bei abnehmendem k lässt keinen Zweifel darüber, dass der unendlich ausge- 
dehnte convergirende Kettenbruch Q den Werth darstellt, dem sich die Function 
% für ein ohne Ende abnehmendes l nähert. Man darf deshalb sagen, dass 

bei Q = — die Gleichung (40 *.) durch einen unendlich kleinen positiven 

Werth von l befriedigt wird. Da aber auch ein solcher Werth a priori aus- 
geschlossen ist, so bleibt die Ungleichheit (65.) die nothwendige und zu- 
reichende Bedingung für die Existenz eines reellen, positiven, endlichen Werthes 
A, der den Anforderungen unseres Problems genügt. 

Eine Methode zur Berechnung des Werthes X aus den gegebenen 
Zahlenwerthen r] und 'Q bietet sich hier von selbst dar; man bildet die alge- 
braischen Gleichungen V^[*"> = — für m = 2iV-l, 2N, 2iV+l, ... und sucht 

respective die reellen positiven Wurzeln derselben JL^^^~'^, X^'^^^^ ^^^^^"*^*^^ . . . 
auf, welche sich nach (66.) dem gesuchten Werthe immer mehr nähern, indem 
sie abwechselnd unterhalb oder oberhalb desselben liegen. Auf diese Weise 
zeigt die Folge der Werthe A^*^ selbst den Grad der Genauigkeit an, welcher 
für die auszuführende Bestimmung erreicht ist. Nimmt man den Werth X^ 
welcher die Gleichung (40*.) befriedigt, als gefunden an, so liefern die Glei- 
chungen (34.) und (35.) den Werth der Constanten D und E& der Formel (7.), 
und für die Dichtigkeit (} entsteht der Ausdruck 

(7..) ,(6) = (Ci±M=i_a±^t:i)(±y),(,j. 
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Um die abgeleiteten Resultate auf die gegebenen Verhältnisse der Erde 
anzuwenden, habe ich den Werth für die Länge der Aequatorialaxe 2a^ den 
Werth der Winkelgeschwindigkeit o) und die Daten zur Bestimmung der Con- 
stanten 3Bo und n> aus dem Lehrbuche der mathematischen Geographie von 
E. Schmidt entnommen. Nach demselben ist*) a gleich 3271837,5 Toisen, 
die Rotationszeit der Erde gleich 0,99727 des mittleren Sonnentages, die 
Länge / des einfachen Secundenpendels wird in englischen Zollen, da sini// 
bei uns =cosi? ist, durch folgende aus einer grossen Zahl von Beobachtungen 
gezogene Formel dargestellt**) 

39,015233+0,202898 cos'^. 

Ich habe mit Beibehaltung der Secunde als Zeiteinheit, die Pariser Linie als 
Längeneinheit gewählt und bemerke, dass ein Pariser Fuss gleich 1,06575 
des englischen Fusses ist; dann gehen die angeführten Daten in die folgen- 
den über: 

a = 3271837,5x864, 

ü) = 0,0000739213, 
/ = 439,2988+2,28454 cos'«?. 
Durch Verbindung der Gleichungen (29.) und (31.) hat man 

nl = Sffio+tt)P2(cos^) 

= 9Bo+tt)(^ 2 ;, 

und deshalb sogleich 

m, = 439,298877'-:i. 2,2845471- 
= 4328,191, 

to = f. 2,28454 71^ 
= 15,03183. 

Der Werth der mittleren Dichtigkeit der Erdoberfläche ist nach Angabe des 
Lehrbuchs der Geognosie von C Fr. Naumann (Bd. I, §.17, pag. 35 der 
zweiten Ausgabe) gleich 2,5 gesetzt, wobei die Dichtigkeit des destillirten 
Wassers, wie gewöhnlich, als Einheit betrachtet ist. In dem genannten Werthe 
ist die Dicke der Erdkruste, die bei dieser Bestimmung zu Grunde gelegt 
worden, nicht näher bezeichnet ; für den gegenwärtigen Zweck ist es, wie man 
leicht sieht, angemessen diese Dicke etwa gleich dem Unterschiede zwischen 
der Aequatorialaxe und der Polaraxe der Erde zu nehmen und dabei auf die 

*^ pag. 371. **) pag. 381. 
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Vertheilung des Meeres zu achten; auf den letzteren Umstand wird übrigens 
auch an der angeführten Stelle liinge wiesen. 

Für die mittlere Dichtigkeit der ganzen Erde ist der Werth 5,5832 
das Resultat der von Reich angestellten Untersuchungen (Poggendorfs Annalen 
Bd. LXXXV, pag. 189) angenommen. Der Uebersicht wegen stelle ich die 
Werthe der sechs Constanten, wie folgt, zusammen: 

1) die Aequatorial-Halbaxe a = 3271837,5x864 

2) die Winkelgeschwindigkeit co =0,0000739213 

3) 3B^, = 4328,191 

4) tD = 15,03183 

5) die Dichtigkeit der Oberfläche p(c) = 2,5 

6) die mittlere Dichtigkeit der ganzen Masse !^'p(c) = 5,5832. 
Hieraus bildet man zunächst 

w'a = 15,03184 

und dann nach der Gleichung (32.) 

9 = -0,00231534, 
wodurch 

c = 3268049x864 Linien 

= 3268049 Toisen 

kommt. Zur Bestimmung von ^ hat man die Gleichung 

5,5832 



I = 



nach (39.) ist ferner 



2,5 
= 2,23328; 



^ - 5«V-3n) +5| 



oi'c 



Da hier der Bruch -=— ö o— durch Division von zwei kleinen Grössen erster 

Ordnung entstanden ist, so wird der seiner Bestimmung anhaftende Fehler 

nicht vergrössert, wenn man statt desselben den Ausdruck , _^ setzt, 

3 
der hier =0,5 wird; die Grösse -^ wird gleich 0,26866, mithin 

rj = 0,76866. 
Endlich hat man die Gleichung 

? = 3-y = 1,6567. 
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Ehe jetzt zu der Ausmittelung des Werthes l geschritten wird, ist es noth- 
wendig zu zeigen, dass die Ungleichheit (65.) 

1 . i 



' .-4- 

erfüllt ist, von der die Existenz eines reellen positiven den Anforderungen 
der Aufgabe genügenden Werthes A abhängt. In dem vorliegenden Falle genügt 

es, statt Q die obere Grenze Q^^^ = öt" zu setzen, und daraus, dass die 

25 
Ungleichheit auch bei dieser Aenderung gilt, folgt zugleich, wie oben gezeigt 
worden, dass die sämmtlichen Gleichungen 

i 

von w = 1 ab zur Bestimmung von Näherungswerthen iS"^^ für die Grösse l 
geeignet sind. Man hat nämlich 

1 - -|- = 0,6687 
1~§ = 0,8012 



und deshalb 



n = 0,76866 



1-§>.>1-| 



wie behauptet worden ist. 

Bildet man jetzt die Gleichungen r'">-7yS^''»> -= für w = l, 2, 3, 4 
nach (63.), so ergeben sich die folgenden reellen positiven Wurzeln i^*"^ : 

iS'^ = 1,6268 

;i^^^ ='2,4065 

;i<^> > 2,3868 und < 2,387 

;l^*>> 2,3897 und <2,39. 

Mithin unterscheiden sich IP^ und X^*^ um weniger als vier Einheiten der 
vierten ZiiFer; da aber, wie schon bemerkt worden, die Bildung des Werthes 
ri immer einen Fehler der ersten Ordnung zulässt, d. h. hier einen Fehler vom 
Range der Grösse js> = —0,00231534, so ist ein Fehler derselben Ordnung 
auch bei der Bestimmung von A nicht zu umgehen und eine grössere Genauig- 
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keil als die durch die Grenzen 2,3868 und 2,39 umschriebene nicht zu er- 
zielen. Da der Werlh l^^^ näher an dem gesuchten Werlhe von X liegen 
muss. als der Werth iP\ so wird man es vorziehen, den Werth 

l = 2,39 

anzunehmen^ und die Formel (7*.) liefert alsdann folgenden Ausdruck der 
Dichtigkeit: 

(>(6) = 9,453- 6,953 (y) • 

Es müsste also die Dichtigkeit im Mittelpunkte der Erde gleich 9,453 der Dich- 
(itrkeit des destillirten Wassers sein. 

Breslnu. den 23"'" Juli 1862. 
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lieber das Gleichgewicht der Wärme und das der 

Elektricitftt in einem Körper, welcher von zwei nicht 

concentrischen KugelflAchen begrenzt wird. 

(Von Herrn Carl Neumann zu Halle.) 



An der Theorie der Wärme und in der Theorie der (statischen) Elek- 
tricität existiren zwei Probleme, welche unter einander, was ihre mathematische 
Behandlung anbelangt, eine sehr nahe Verwandtschaft besitzen. Das eine 
derselben hat die 
/. Bestimmung des stationären Temperaturznstandes in einem Körper, dessen 
Oberfläche überall mit willkürlich gegebenen und unveränderlivhen Wärme- 
quellen in Contact steht; 
das andere hat die 

//. Bestimmung der elektrischen Vertheilung in einem Körper, welcher sich im Be- 
reich willkürlich gegebener und unveränderlicher elektrischer Kräfte befindet 
zum Gegenstande*). 

In einer im Verlage von H, W. Schmidt in Halle a. S. 1862 erschie- 
nenen Schrift: ^Lösung des altgemeinen Problemes des stationären Temperatur- 
zustandes für einen homogenen Körper, welcher von zwei f^^cA/concentrischen 
Kugelflächen begrenzt wird", habe ich diese beiden Probleme für einen homo- 
genen Körper, welcher von irgend zwei einander nicht schneidenden Kugel- 
flächen begrenzt wird, in voller Allgemeinheit gelöst. Ich beabsichtige hier 
die Resultate anzugeben, zu welchen ich dort gelangt bin, und die Methode 
anzudeuten, deren ich mich dabei bedient habe. 

Ein Körper der eben genannten Art kann je nach der Lage der bei- 
den ihn begrenzenden Kugelflächen sehr verschiedene Gestalten besitzen. Es 
können nämlich die beiden Flächen den Körper entweder beide äusserlich, 
oder es können ihn beide innerlich^ oder es kann endlich die eine ihn äusser- 
lich, die andere ihn innerlich begrenzen. Im ersten Fall haben wir es dann 
mit einem Körper zu thun, der aus zwei getrennten Stucken, nämlich aus 



*) Bei dem Probleme IL handelt es sich also um diejenige Vertheilung, welche 
das in dem Körper enthaltene elektrische Fluidum unter der gegenseitigen Einwirkung 
seiner Theilchen und unter der gleichzeitigen Einwirkung jener willkürlich gegebenen 
und unveränderlichen äusseren Kräfte annimmt. 
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zwei Kugeln, besteht; im zweiten Fall mit einem Körper zu thun, der in 
seinem Innern zwei kugelförmige Höhlungen besitzt und nach Aussei^ hin 
ringsum unbegrenzt ist; im dritten Fall endlich mit einem Körper, der eine 
schalenförmige Gestalt besitzt. 

Jedes der Probleme I. und II. findet durch meine Abhandlung für alle 
drei Falle seine vollständige Lösung*). 

Im Wesentlichen handelt es sich bei Lösung der Probleme 1. und IL 
für irgend einen der in Rede stehenden drei Fälle um ein und dieselbe Auf- 
gabe, nämlich um die Ermittelung einer von den rechtwinkligen Coordinaten 
X, y, z abhängenden Function }\ welche innerhalb eines von zwei Kugel- 
flächen begrenzten Raumes allenthalben der Differentialgleichung 



Genüge leistet, welche ausserdem innerhalb dieses Raumes gewisse Stetigkeits- 
Bedingungen erfüllt**), welche ferner, falls der genannte Raum sich (wie das 
beim zweiten Falle statlfindet) ins Unendliche hin erstreckt, für die unendlich 
fernen Punkte auf gewisse Weise gegen Null convergirt ***) , utid welche 
endlich auf jenen Kugelflächen selber beliebig gegebene Werthe besitzt. 

Ich bringe um diese Function V zu bestimmen zwei 'cerschiedene 
Methoden in Anwendung, und gelange dadurch auch zu Resultaten von ver- 
schiedener Form, Was die erste Methode anbelangt, so werde ich mich hier 
auf Mittheilung des durch sie erzielten Resultates beschränken; bei der zweiten 
Methode hingegen ausser den Resultaten auch die Methode selber in ihren 
Grundzügen darlegen. 



*) Was das IL Problem anbelangt, so ist dasselbe für den ersten der in Rede 

stcheuden drei Fälle bekanntlich schon von Poisson behandelt, von Poisson aber nur 

unter der besonderen Voraussetzung gelöst worden, dass die gegebenen von Aussen 

her auf den Körper einwirkenden elektrischen Kräfte Null sind, meine Untersuchung 

geht weiter. Ich gelange nämlich zur Lösung des Problems für jeden der drei Fälle 

und für beliebig gegebene äussere Kräfte. 

dV 
**) Innerhalb des genannten Raumes müssen sowohl V selber als auch -^ — , 

dV dV . . 

-^ — , -7> — überall stetig sein. 

***) Für einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von V gegen — cou- 

vergiren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkt in der 
Endlichkeit, und x irgend welche Constante vorstellt. 



j 
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Erste Methode zur Bestimmung von V. 

Zwei Kugelflächen, welche einander nicht schneiden, werden, welche 
Lage zu einander sie auch haben mögen, immer den ganzen unendlichen Raum 
in drei Räume zerlegen, von welchen einer — er mag R heissen — durch 
beide Kugelflächen, der zweite und drille hingegen — sie mögen K und Ä'' 
genannt w^erden — nur durch je eine Kugelfläche begrenzt wird. Ich werde 
mich hier auf den Fall beschränken, dass von den beiden gegebenen Kugel- 
flächen die eine amserkalb der anderen liegt. Alsdann werden K und K' 
die Innenräume dieser beiden Flächen vorstellen, während R denjenigen Raum 
bezeichnet, welcher die beiden Flächen umgiebt und nach Aussen hin sich 
ringsum ins Unendliche erstreckt. Diesen drei Räumen R, K, IC entsprechend 
lassen sich gleichzeitig drei Aufgaben hinstellen, indem für jeden dieser drei 
Räume nach derjenigen Function T' gefragt werden kann, welche den oben- 
genannten Bedingungen Genüge leistet und an der Begrenzung des Raumes 
gegebene Werthe besitzt. Für die Räume K und K^ ist die Lösung dieser 
Aufgabe bekannt *) ; für den Raum R hingegen ist die Aufgabe bis jetzt nicht 
gelöst worden^ und diese Aufgabe ist es, um welche es sich hier handelt. 

Ich werde nun hier ein Verfahren mittheiien, durch welches die Lösung 
dieser letzten Aufgabe auf die Lösungen der beiden ersteren reducirt wer- 
den kann. 

Zur Unterscheidung bezeichne ich die dem Räume K entsprechende 
Function V mit F, die dem Räume K* entsprechende Function V mit <P, 
während die dem Räume R entsprechende nach wie vor V genannt werden 
soll. F und mögen berechnet gedacht werden, und zwar der Art be- 
rechnet gedacht werden, dass F auf der Oberfläche von K^ und 4> auf der 
von K* eben dieselben Werthe hat, welche die unbekannte, dem Räume R 
entsprechende Function V auf jenen Flächen besitzen soll. 

Um nun, sobald F und * gefunden sind, den Werth von V in irgend 
einem Punkte p des Raumes R zu erhalten, dient folgendes Verfahren. 

Man lege durch den Punkt p und durch die Mittelpunkte der beiden 
Kugelflächen eine Ebene und construire in dieser Ebene einen Kreis, welcher 



*) Man kann sich dabei entweder der Lap/oceschen Reihenentwickelungen be- 
dienen, oder auch eine Methode anwenden, die ich in einer kleinen Schrift (Verlag 
von H. W. Schmidt in Halle a. S. 1861) angegeben habe^ und durch welche man 
ohne Reihenentwickelungen zum Ziele gelangt. 
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durch p hindurchgeht, und die beiden Kugelflächen senkrecht durchschneidet. 
Die beiden Punkte, in welchen dieser Kreis und die Verbindungslinie der beiden 
Kugelinittelpunkte einander schneiden, mögen A und A' genannt werden. 

Man ziehe sodann von p aus zwei gerade Linien nach den beiden 
Kugelmittelpunkten hin; die Schnittpunkte dieser Linien mit dem zuvor con- 
slruirten Kreise seien a, a. Ausser den beiden eben gezogenen Linien giebt 
es noch zwei andere "gerade Linien, durch welche a, a mit den Kugelmittel- 
punkten in Verbindung gesetzt werden können; die Schnittpunkte dieser bei- 
den Linien mit dem Kreise seien b, b\ Nun lassen sich von Neuem ausser 
den beiden zuletzt genannten Linien noch zwei andere Linien construiren, 
welche b^ b' mit den Kugelmittelpunkten verbinden: die Durchschniltspunkte 
dieser Linien mit dem Kreise seien c, d ^ u. s. w. 

Der Punkt p war irgendwo innerhalb des Raumes R angenommen 
worden. Die gegenwärtig conslruirten Punktpaare a^ ol ; b, 6'; c^ c; ... 
hingegen werden alle ausserhalb R liegen. Es wird nämlich von jedem 
dieser Punktpaare immer der eine Punkt innerhalb K^ der andere innerhalb 
K* liegen. Die Bezeichnung der Punkfpaare mag nun der Art gewählt ge- 
dacht werden, dass a^ b, c, . . . sämmtlich innerhalb K, und a\ b\ c\ . . . 
sämmtlich innerhalb K* liegen. Ebenso mag auch von den beiden zuvor er- 
wähnten Punkten A und A* der erslere derjenige sein, welcher innerhalb K^ 
der letztere derjenige, welcher innerhalb K' liegt. Alle diese Punkte a, b, 
c, . . ., a, b\ c', . . . sowohl als auch A, Ä liegen auf der Peripherie des 
Kreises. Denkt man sich die Conslruclion der Punkte a, b^ c, , . . und ebenso 
auch die der Punkte a\ b*, c' . . . ins Unendliche hin fortgesetzt, so werden 
sich die ersteren dem Punkte A, die letzteren dem Punkte A ins Unend- 
liche nähern. 

Bezeichnet man nun die Werthe, welche die vorhin genannte Function 
F in den Punkten a, b, c^ . . . besitzt, mit F^y Ff,, F^, ... und die Werthe, 
welche die Function * in den Punkten a, b\ c\ ... besitzt, mit *„., */,,, 
^e*, .. ., so lässt sich der Werth Fp, welchen die zu bestimmende Function 
V im Punkte p besitzt, folgendermassen darstellen: 

Sp\p = ^aFa —Sb^b -\-ieFc 1 

WO die Coefficienten ^ eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben. Für 
jeden der Punkte p, a, b, c, . . ., a', 6', c\ ... repräsentirt nämlich § das 
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geometrische Mittel der beiden Abstände, welche dieser Punkt nach A und A' 

hin besitzt. 

Durch diese Formel ist die zuvor angegebene Reduction ausgeführt, näm- 
lich die Ermittelung von V zurückgeführt auf die Bestimmung von F und *. 

Zu einem analogen Resultate gelange ich übrigens in meiner Abhand- 
lung auch in dem Falle, wenn von den beiden Kugelflächen, welche den ge- 
gebenen Raum begrenzen, die eine innerhalb der anderen liegt, und demnach 
der Raum selber eine schalenförmige Gestalt besitzt* 



Zweite Methode zur Bestimmung vod V. 

Ich wende, um V zu bestimmen, als Coordinaten die Parameter dreier 
orthogonaler Flächensysteme an, über deren BeschaiTenheit Folgendes bemerkt 
werden mag. 

Construirt man alle Punkte, deren Abstände nach zwei festen Punkten 
hin ein gegebenes Verhältniss besitzen, so werden diese Punkte in ihrer Ge- 
sammtheit eine Kugelfläche bilden. Aendert man den Werth jenes Verhält- 
nisses, so wird man successive andere und andere Kugelflächen erhalten ; und 
zwar werden die Mittelpunkte aller dieser Flächen mit jenen beiden festen 
Punkten in ein und derselben geraden Linie liegen. Dieses ist das erste der 
von mir angewendeten drei Flächensysteme. Den beiden festen Punkten — 
ich nenne sie die beiden Pole — gebe ich dabei in jedem speciellen Fall 
eine solche Lage, dass die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes 
mit zu den Kugelflächen dieses Systems gehören. 

Construirt man ferner alle Punkte, von welchen aus gesehen die bei- 
den Pole gleich weit von einander entfernt erscheinen, so erhält man Punkte, 
die in ihrer Gesamralheit eine gewisse Rotationsfläche bilden *). Aendert man 
die Grösse jener scheinbaren Entfernung, so erhält man andere und andere 
Rotationsflächen. Diese Flächen, deren gemeinsame Rotationsachse durch die 
Verbindungslinie der beiden Pole dargestellt wird, sind zu den vorhin ge- 



*) Es wird diese Fläche eine Kugel sein, wenn der Winkel, unter welchem man 
nach den beiden Polen sieht, genau ein rechter ist. Ist hingegen dieser Winkel ein 
spitzer oder ein stumpfer, so wird die Fläche nicht mehr kugelförmig sein. Sie wird 
alsdann in jedem der beiden Pole eine Spitze besitzen. 
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nannten Kugelflächen orthogonal und bilden in ihrer Gesammtheit das zweite 
der von mir angewendeten Flächensysteme. 

Das dritte Flächensystem endlich wird durch die Meridianebenen der 
beiden ersten Flächensysteme, d. i. durch Ebenen repräsentirt, welche sämmt- 
lich durch die beiden Pole hindurchgehen. 

Ist der Raum, für welchen die Function V bestimmt werden soll, und 
sind also auch die beiden diesen Raum begrenzenden Kugelflächen gegeben, 
so lassen sich die beiden Pole sofort construiren *) ; sind diese aber construirt, 
so ist damit die Lage der drei Flächensysteme überhaupt vollständig bestimmt. 

Die Parameter dieser drei Flächensysteme sind es also, deren ich mich 
bei meiner Untersuchung als Coordinaten bediene. Man könnte dieselben, falls 
ein Name erwünscht erscheinen sollte, die „dipolaren Coordinaten' nennen. 

Einen besonders einfachen Charakter gewinnt die Beschaffenheit unserer 
drei Flächensysteme, sobald die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen 
Raumes concentrisch sind. Alsdann nämlich fällt der eine Pol in den ge- 
meinsamen Mittelpunkt dieser beiden Flächen, der andere in die Unendlichkeit, 
und dem entsprechend verwandelt sich dann von jenen drei Flächensystemen 
das erste in ein System concentrischer Kugeln, das zweite in ein System von 
Rotationskegeln, und das dritte in die Meridianebenen dieser Kegel. Man 
übersieht daher sofort, dass die Parameter der drei Flächensysteme in diesem 
Specialfall in die gewöhnlichen Polarcoordinaten übergehen. Wollte man also, 

4 

wie es wohl zweckmässig sein dürfte, die dipolaren Coordinaten für diesen 
Specialfall mit dem Namen ^monopolare Coordinaten' bezeichnen, so würden 
die monopolaren Coordinaten identisch sein mit den gewöhnlichen Polar- 
coordinaten. 

Ausserdem ist noch ein anderer Specialfall zu erwähnen, welcher 
dann eintritt, wenn die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes 
einander gerade berühren. Findet dieses statt, so fallen die beiden Pole in 
einen Punkt zusammen, und zwar in den Conlactpunkt jener beiden Flächen. 
Man könnte daher die dipolaren Coordinaten in diesem Specialfall füglich mit 
dem Namen y^synpolare Coordinaten^ bezeichnen. 



*) Man hat zu diesem Zweck nur durch die beiden Kugelraittelpunkte eine 
Ebene zu legen^ und In dieser Ebene irgend einen Kreis zu construiren, welcher die 
beiden Kugelflächen senkrecht durchschneidet. Die beiden Punkte, in welchen dieser 
Kreis und die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte einander schneiden, 
sind dann die beiden Pole. 
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Zur Lösung der Aufgabe, um welche es sich hier handelt, nflmlich 
zur Bestimmung der Function V ist es nun vor allen Dingen erforderlich, 
dass man den Ausdruck, in welchen sich der reciproke Werth der Entfer- 
nung zweier Punkte bei EinfQhrung der neuen Coordinaten verwandelt, in 
eine Reihe zu entwickeln im Stande ist, in welcher jedes einzelne Glied y 
der Differentialgleichung 

dx' + dy' '^ dz' "" " 

Genüge leistet. 

Für die monopolaren Coordinaten ist diese Entwickelung bekanntlich 
bereits von Laplace ausgeführt worden, und zwar mit Benutzung einer Function 
P^^^irj)^ die der Differentialgleichung 



3.(1-1?') 



^ — +n{n+i)P^*^(fl) = 



Genüge leistet, und deren Werth sich durch das bestimmte Integral 

p(-)(iy) = A-f\ri+yf^.cosayda 

U 

darstellen ISsst. 

Was nun die dipolaren Coordinaten anbelangt, so führt meine Unter- 
suchung zu dem merkwürdigen Resultat, dass bei Anwendung dieser die Ent- 
wickelung jener reciproken Entfernung mit der eben erwähnten Laplaceschen 
Entwickelung der Form nach identisch wird; nämlich zu dem Resultat, dass 
es im Wesentlichen nur der Yertauschung der monopolaren Coordinaten mit 
den dipolaren Coordinaten bedarf, um die eine Entwickelung in die andere 
umzuwandeln. 

Wesentlich anders gestaltet sich hingegen die Sache bei Anwendung 
der synpolaren Coordinaten. Geht man nämlich von dem allgemeinen Fall 
der dipolaren Coordinaten zu dem Specialfall der synpolaren Coordinaten 
über, so tritt bei Ausführung jener Entwickelung an die Stelle der Laplaceschen 
Function P^"^(^) eine gewisse andere bereits Yon Fourier und später nament- 
lich von Beseel benutzte Function, welche ich mit J{nr]) bezeichne, welche 
der Differentialgleichung 

Genfige leistet, und deren Werth sich durch das bestimmte Integral 

J(n7]) = — / cos(iii?cosa)rfa 
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darstellen lisst. Und gleichzeitig mit dieser Umänderung verwandelt sich 
ausserdem die Reihe, durch welche jene Entwickelung dargestellt wird, in 
ein bestimmtes Integral*). 

Ist die reciproke Entfernung zweier Punkte in der hier angedeuteten 
Art dargestellt, so kann man dann die Bestimmung der Function V leicht 
durchfahren. Das Resultat, zu welchem man gelangt, ist, je nachdem die 
beiden Kugelflächen, welche den gegebenen Baum begrenzen, von einander 
getrennt oder mit einander in Contact sind, von verschiedener Form, und 
muss daher für jeden dieser beiden Fälle besonders angegeben werden. 

1. Findet umsehen beiden Begrenzungsflächen keine Berührung statt, 
so hat man zunächst die beiden Pole zu construiren, und dann die diesen Polen 
entsprechenden dipolareu Coordinaten in Anwendung zu bringen. Zufolge 
dessen, was zuvor über diese Coordinaten gesagt wurde, hängen die drei 
dipolaren Coordinaten irgend eines Punktes — sie mögen &, w, cp heissen — 
der Reihe nach 1) von dem Verhältniss der beiden Polabstände des Punktes, 
2) von dem Neigungswinkel dieser beiden Abstände gegen einander, 3) von 
der Lage der durch den Punkt gelegten Meridianebene ab. In welcher Weise 
diese Abhängigkeiten festzusetzen sind, wird ziemlich gleichgültig sein. Ich 
nehme für & den natürlichen Logarithmen des genannten Verhältnisses, für cu 
geradezu den genannten Neigungswinkel, und für (p den Winkel, welchen die 
durch den Punkt gelegte Meridianebene mit irgend einer festen Meridian- 
ebene macht. 

Die Gleichung i^ = Const. wird dann ein System von Kugelflächen 
darstellen, in welchem die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes 
mit enthalten sind. Es sei &=^c die Gleichung der einen und S-^^y die 
Gleichung der anderen Begrenzungsfläche. Ferner sei 2a der Abstand der 
beiden Pole von einander. 

Um nun den Werth der unbekannten Function V in einem Punkte p, 
der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt, hinstellen zu können, 



*) In Betreff der Bynpolaren Coordinaten mag noch bemerkt werden^ dass die 
darüber von mir angestellte Untersuchung beiläufig zu einem Resultat führt; welches 
für die Theorie der Functionen im Allgemeinen nicht ohne Interesse ist. Im Ver- 
laufe der Untersuchung ergiebt sich nämlich, dass mit Hülfe der Be^^e/schen Function 
J jede willkürlich gegebene^ von zwei Argumenten abhängende Function durch ein 
gewisses dreifaches Integral dargestellt werden kann; dass also für die eben genann- 
ten Functionen eine Darstellung existirt, welche dem Fourterschen s^tcetfachen Integrale 
für eine Function eines Argumentes vollständig analog ist. 

6» 
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muss man ausser diesem Punkte p noch zwei andere Punkte s und a zu Hülfe 
ziehen , von welchem der erste irgendwo auf der Begrenzungsfläche &=^c, 
der andere irgendwo auf der Begrenzungsfläche 0- = ^ liegt. Bezeichnet man 
die Coordinaten dieser drei Punkte der Reihe nach mit d-p, co^, y^, ferner 
mit 0-^ = 0^ w^y (f,^ endlich mit S^a = Yy ^ay Vay wnd setzt man ausserdem 
zur Abkürzung*) 

e'' + e""'* — 2cos co, = Vo cos w, cos w^ + sin (o^ sin cUp cos (y^ — (pp) = ti,p, 
eY 4- e-y — 2cos w„ = i//^ , cos to^ cos cop + sin w^ sin io^ cos (y^ — H>p) = «op , 

so hat man nun zunächst folgende beide, respective von den Punkten p, s 
und von den Punkten p, a abhängende Ausdrücke H^^^ und H^^^ zu bilden: 

e ^ — e - 

wo l^^*^ die vorhin genannte Zrop/ae^sche Function vorstellt. Alsdann ist der 
gesuchte Werlh Kp der Function f^im Punkte p folgender: 



4^V. = ^Km^^ds+^y^Uy^da, 



Hier sind unter ds und da zwei respective bei den Punkten s und o 
liegende Flächenelemente der beiden gegebenen Kugeln zu verstehen, und 

die Integrationen X respective über alle Elemente ds der einen und über 

alle Elemente da der anderen Kugelfläche ausgedehnt zu denken. Dabei be- 
zeichnen F« und Va die willkürlich gegebenen Werthe, welche die Function 
V auf den beiden Kugelflächen besitzen soll. 

Diese Formel für V ist ohne Unterschied gültig, mag nun von den 
beiden, den gegebenen Kaum begrenzenden Kugelflächen die eine ausserhalb 
oder die eine innerhalb der anderen liegen. 



*) Unter e ist überall die Basis der natürlichen Logarithmen, ferner^ wie so- 
gleich bemerkt werden mag, unter n die Ludo/pAsche Zahl zu verstehen. 
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2. Findet zwischen den beiden Begrenzungsfläcketi des gegebenen 
Raumes Berührung statte so fallen beide Pole in den Contactpunkt dieser 
Flächen. Von den dipolaren Coordinaten &, o), (p verlieren daher die beiden 
ersten, wie man sofort übersieht, in diesem Fall ihre Anwendbarkeit. Denn 
& sowohl als auch io werden, wenn beide Pole zusammenfallen, für alle 
Punkte des Raumes ein und denselben Werlh besitzen, nämlich beständig = 
sein. Jedoch bieten sich leicht zwei andere Grössen dar, welche in diesem 
Fall die Rolle von S- und co zu übernehmen geeignet sind, nämlich in Ver- 
bindung mit (p zur Ortsbestimmung eines Punktes verwandt werden können. 
Dividirt man nämlich 19- und io durch den gegenseitigen Abstand 2a der beiden 
Pole, so erhält man zwei Brüche 

welche sich für den hier vorliegenden Fall zunächst unter der unbestimmten 


Form -^ darstellen, bei genauerer Untersuchung aber als Grössen von ganz 

bestimmten Werthen ausweisen. Diese Grössen i^ cö nun sind es, welche 
ich in Verbindung mit (p als Coordinaten anwende und mit dem Namen syn- 
polare Coordinaten bezeichne. 

Es wird nicht überflüssig sein, zu bemerken, dass diese Coordinaten 
einfache geometrische Bedeutungen besitzen. Legt man nämlich durch irgend 
welchen Punkt a eine Meridianebene, d. i. eine Ebene, welche durch a und 
durch die Alitlelpunkte der beiden gegebenen, einander berührenden Kugel- 
flächen hindurchgeht; und construirt man in dieser Ebene zwei Kreise, welche 
beide durch a und durch den Contactpunkt jener Kugelflächen hindurchgehen, 
von welchen aber der erste die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte 
senkrecht durchschneidet, während der zweite dieselbe tangirt; so ist, falls 
^3 ^9 ^ die synpolaren Coordinaten des Punktes a vorstellen, der reciproke 
Radius des ersten Kreises gleich + Ä, der reciproke Radius des zweiten gleich 
cö, und endlich der Winkel, unter welchem die genannte Meridianebene gegen 
irgend eine feste Meridianebene geneigt ist, gleich tp. 

Um nun den Werth der unbekannten Function V in einem Punkte p 
zu ermitteln, der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt, hat man 
wiederum noch zwei andere Punkte s und o zu Hülfe zu nehmen, von wei- 
chen der erste irgendwo auf der einen, der zweite irgendwo auf der anderen 
Begrenzungsfläche liegt. Sind X = c und X=^y die Gleichungen dieser beiden 
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Fliehen, so werden die Coordinaten der Punkte 8 und a durch c, (D,, (p^ 
und y, 0^0 9 Va bezeichnet werden können. Sind ausserdem l^, cD^, y^ die 
Coordinaten des Punktes p, und setzt man zur Abkürzung 

Äp+ö>p = n. 

c' + vDl^rp,, |/ö>! + öJ^-2cö,cöpCOs(9),-<^^) = ti,^, 

/ + Ö>a = Va. Ma + ©p - 2cÖ, CD^ COS {(f, - (f^) = Uap, 

SO hat man nun zunächst folgende beide, respective von den Punkten 8, p 
und von den Punkten a, p abhängende Ausdrücke H^^^ und H^^^ zu bilden: 


(I 

WO / die früher erwähnte Be88elsche Function bezeichnet. 

Alsdann lässt sich der Werth F,, welchen F in p besitzt, folgeuder- 
massen darstellen: 

AnV, = ^V^m^^ds+^V^m^^da, 

wo die Integrationen N über alle Elemente ds der einen und über alle Ele- 
mente da der anderen Begrenzungsfläche auszudehnen sind, und wo F«^ F^ 
wiederum die willkürlich gegebenen Werthe bezeichnen, welche F auf diesen 
beiden Flächen besitzen soll. 

Diese Bestimmung von F ist gleichfalls ohne Unterschied gültig, mag 
nun von den beiden einander berührenden Kugelflächen, welche den gege- 
benen Raum begrenzen, die eine ausserhalb oder die eine innerhalb der 
anderen liegen. 

In Betreff der eben auseinandergesetzten zweiten Methode mag schliess- 
lich noch bemerkt werden, dass dieselbe auch dann anwendbar ist^ wenn der 
gegebene Raum, für welchen die Function F bestimmt werden soll, nicht von 
zwei sondern nur von einer Kugelfläche begrenzt wird. Wird der Raum von 
zwei Kugelflächen begrenzt^ so sind die beiden Pole für das anzuwendende 
Coordinatensystem vollständig bestimmt; wird derselbe dagegen nur von einer 
Kugelfläche begrenzt, so kann man von jenen beiden Polen den einen will^ 
kUrUch wählen. Giebt man dem einen Pol eine beliebige* Lage, so ergiebt 
sich für F ein Werth, welcher durch die dipolaren Coordinaten ausgedrückt 
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ist; ISsst man dagegen den einen Pol in den Mittelpunkt, oder lässt man ihn 
auf die Oberfläche der Kugel fallen, so erhält man im ersten Fall eine Be- 
stimmung von V vermittelst der monopolaren, im letzteren Fall eine Bestim- 
mung von V vermittelst der synpolaren Coordinaten. 



Dass von den beiden zu Anfang erwähnten Problemen I. und II. das 
Wärmeproblem durch die eben ausgeführte Bestimmung von V unmittelbar 
seine Lösung findet, wird man sofort erkennen; dass aber auch das andere, 
nämlich das Elektricitätsproblem, auf die Bestimmung einer solchen Function V 
reducirt werden kann, bedarf wohl noch einer näheren Erörterung. 

Der Einfachheit wegen, beschränke ich mich hierbei auf den Fall, dass 
der Körper, mit welchem wir es zu thun haben, aus zwei von einander ge- 
trennten (oder auch einander berührenden) Kugeln besteht. Jede dieser 
Kugeln ist mit einem gegebenen Quantum Elektricität geladen. Es handelt 
sich darum, die Yertheilung zu ermitteln, welche diese Elektricitätsmengen 
auf den Oberflächen der beiden Kugeln unter ihrer gegenseitigen Einwirkung 
sowie unter der Einwirkung gegebener unveränderlicher Kräfte annehmen. 

Ich beginne damit, dass ich zuvörderst das Potential derjenigen Ein- 
wirkung berechne, welche nach Eintritt der eben erwähnten Gleichgewichts- 
lage die auf beiden Kugelflächen vorhandenen elektrischen Belegungen zu- 
sammengenommen auf beliebige Punkte des Raumes ausüben werden. Der Werth 
dieses Potentiales wird für jeden der drei Räume , in welche der ganze un- 
endliche Raum durch jene zwei Kugelflächen zerlegt wird, durch eine andere 
Function dargestellt werden. Der Werth des Potentiales für den Raum 
außerhalb beider Kugeln mag mit V, der Werth desselben für den Raum 
innerhalb der eiiien Kugelfläche mag mit F, und der Werth desselben für den 
Raum innerhalb der anderen mit bezeichnet werden. 

Für das Potential Y ergeben sich nun zunächst folgende Bedingungen. 
Bezeichnet P das Potential der gegebenen und unveränderlichen Kräfte, welche 
auf die Kugeln einwirken, so muss V eine stetige Function sein, welche in dem 
Räume ausserhalb der beiden Kugeln allenthalben der Differentialgleichung 

d'V d'V d'V _ ^ 

Genüge leistet, welche ferner für die unendlich fernen Punkte dieses Raumes 
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auf gewisse Weise gegen Null convergirt *) , und welche endlich an der 
Oberfläche der einen Kugel der Relation V+P=Cy an der Oberfläche der 
anderen Kugel der Relation V+P = r Genflge leistet, wo C und /' vor der 
Hand noch willkürliche Constanten vorstellen. Diese Bedingungen sind zur 
Bestimmung des Potenliales V vollständig ausreichend. In der That bemerkt 
man sofort, dass diese Bedingungen identisch sind mit denjenigen, welchen 
die im Vorhergehenden behandelte Function V genügen sollte. Man wird 
daher eine der beiden im Vorhergehenden angegebenen Methoden sofort be- 
nutzen können, um dieses Potential V zu berechnen. 

Was ferner das Potential F anbelangt, so ist F eine stetige Function, 
welche innerhalb der ersten Kugel allenthalben der Gleichung 

8^ d^ d^^ __ .. 

genügen, und welche ausserdem an der Oberfläche dieser Kugel die Relation 
F+F=C erfüllen muss. Analoge Bedingungen ergeben sich mit Bezug auf 
die zweite Kugel für das Potential *. Man sieht daher sofort, dass die Be- 
stimmung dieser Functionen F und * keine Schwierigkeiten darbietet, dass 
nämlich die Werthe derselben vermittelst der bekannten Laplaceschen Methode 
sofort berechnet werden können. 

Jedoch sind auch hierbei die neuen Methoden, von denen oben die 
Rede war, nicht ohne Nutzen. Wollte man nämlich der Laplaceschen Methode 
folgen, so würde man bei Berechnung von F und verschiedene Coordinaten- 
systeme zu Grunde legen müssen, indem man einmal den Mittelpunkt der 
einen, das andere Mal den der anderen Kugel zum Anfangspunkt nehmen 
müsste. Wendet man dagegen die zweite der beiden Methoden an, von wel- 
chen oben die Rede war, so kann man sich bei Bestimmung von F und * 
ein und desselben Coordinatensystemes, und zwar eben desselben Coordinaten- 
systemes bedienen, welches bereits bei Berechnung des vorhin besprochenen 
Potentiales V angewendet werden muss; so dass man also alle drei Potentiale 
Vy F und * unmittelbar als Functionen ein und derselben Coordinaten**) dar- 
stellen kann. 



*) Für einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von V gegen — conver- 

^ren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkte in der End- 
lichkeit, und X eine beliebige Cronstante Yorstellt. 

**) Diese Coordinaten sind die dipolaren, wenn die beiden Kugeln von einander 
getrennt sind, hingegen die sjupolaren^ wenn dieselben einander berühren. 
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Sind V, F, berechnet, so kann man dann bekanntlich die Dichtig- 
keiten der gesuchten elektrischen Belegungen der beiden Kugelflächen leicht 
durch gewisse Differentialquotienlen dieser Potentiale darstellen. Bezeichnet 
man nämlich jene Dichtigkeit bei der einen Kugel mit E, bei der anderen 

mit //, so ist 

dF aV 



AnE = 



AnH = 



dr 



dr 

dV 



dg dg ' 

wo r den Radius der einen, p den der anderen Kugel vorstellt. 

Endlich werden dann die in diesen Ausdrücken für E und H noch 
enthaltenen willkürlichen Constanten C und /' leicht der Art bestimmt wer- 
den können, dass die auf jeder Kugel vorhandene Elektricitätsmenge den für 
dieselben gegebenen Werth besitzt. 

Man sieht aus dieser Darstellung, dass die von mir für die Lösung 
des Elektricitätsproblemes gegebene Methode nicht nur allgemeiner als die 
Pomoissche sondern auch bedeutend directer und einfacher als jene ist. 

Halle, 1862. 
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Application des coordonnees elliptiques ä la recherche 

des surfaces orthogonales. 

(Par M. William Roberts k Dublin.) 



1 . {^Oil 

(1.) F(p)+FX^) + F,M = « 
requation d'une des Irois series de surfaces dont il s'agit, exprimee en coor- 
donnees elliptiques, a etant un parametre variable. Les quantites ^, jli, v 
s^expriment, comme Ton sait, en Xy y, z par les equations suivantes: 

St 2 

^ 1 y » _ 4 



x* «' a' 



b'-v' c' — V 



r = 1. 



Maintenant soit 



jj 



la differentielle de (1.): il est clair que P, M, N sont des fonctions de p, ,«, v 
respectivement , et toutes les surfaces qui appartieonent ä ce Systeme seront 
coupees orthogonalement par Celles d'im autre Systeme ayant pour equation 
differentielle totale 

P'd(f+Wd,u+Kdv = 
pourvu qu'on ait 

La coadition qu'on vient d'ecrire resulte des valeurs des elements ds', ds", ds'" 
des lignes de courbure des trois surfaces homofocales au point {f, n, v, savoir 
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On s'aperQoit sans dif&culte qu'on satisfait a cette condition eH faisant 



ou bien encore en faisant 



Q' — C" " C'— ^' ^ C' — V' 

Par consequent si Ton pose • 

^^ ■" y p (o*- c') y M (c* - fi') j ii(c' - v^ 

et que l'on designe par ß et / deux constantes arbitraires, les equations 
u = ß, €? = y, ii+/3f? = y representeront trois systemes dont chacun coupe 
orthogonalement le Systeme donne (1.). Tous les systemes de surfaces qui 
coupent orthogonalement le Systeme donne s'obtiennent, comme on le trouvera 
aisement, en integrant T^quation suivante aux differentielles partielles, 

Mais on voit que cette equation a pour integrale particuliere u+ßf> = y: 

cette integrale renfermant deux constantes arbitraires, on sait que Tintegrale 

generale sera 

*(«,«) = 0, 

fp designant une fonction arbitraire. 

2. Nous nous proposons maintenant de determiner les cas, oü deux 
familles de surfaces, dont chacuiie est donnee par une relation lineaire entre 
u ei f> sont elles-m^mes mutuellement orthogonales. Afin de trouver les 
formes de P, M, N, qui conduisent au but propose, faisons 

f et g etant des constantes, et supposons que les familles (ß) et {j^) qui 
coupent orthogonalement le Systeme («) donne par Tequation (1.) s'entre- 
coupent aussi elles-mömes a angles droits. Differentiant Tequation du Systeme 
{ß) en regardant ß comme constante, on trouvera 

* ^( ^ i+f I , <^^( ^ + f ^ ) I <^M *+f I _ 



in 4t^^^#4rf^« rKk(erehe relative aux surfaces orthogonales. 

fS,./MH?i»w«» ^!^ *>^w»K» (y) nous donnera 

.>u U oül tri'S - important d'observer que les quantites d ei l sont precisement 

\\'% iiH^iiut» quc M. LiontiUe a designees par a et ß dans son Memoire in- 

lilulo: Sur quelques cas particuliers od les equations du mouvement dun point 

mutfriel peuvent s integrer. Tome XII (premiere serie) du Journal de Mathe- 

iiintiques pp. 418 et 420. Cela nous fera voir que. en egard aux remarques 

do M. Liouville, les equations des systemes (ß) et (;') peuvent s'ecrire de 

la maniere suivante 

/• l'dg /' m'dft _ f n'dv _ 

y P (p'- A') V M O' - ;i') y N iV - »•) ~ '^' 

/ • l*dg _ r m^dfA _ P n'dv 
y P(ß'_ö') J VlQd*-fi') y N(Ö'— »') 



= 'A 



en metlant pour abreger 



,2 _ (e'-O(e--A') 

La condition qui exprime rorthogonalite mutuelle des sytemes (ß) et (y) est 

.n^ (ft'-pr (g'-Qm' (e'-ftOn' ^ 

V^-; p» H« "1 j^i — ^• 

3. On satisfait evidemment a cette condition en faisant 

P _ m' _ n' 
?' *" M» "" N' ' 

ce qui ne peut avoir Heu que si chacune de ces quantites a ia mdme valenr 
constante. Supposons donc 

/ m n - 

T""ir""ir "" ^' 

ce qui nous donnera ie Systeme triple de surfaces orthogonales que voici: 
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//dp +/mdiLt -\-/ndy = a. 



/* Idg r mdfi P ndv __ 

Ce Systeme est precisement celui qui a ete donne par M. Lioueille dans sa 
Note Sur un theoreme de M. Chasles, Journal de Alathematiques , cahier Me 
Janvier 1851. Toutes les surfaces (a) sont paralleles entre elles, et elles ont 
pour lieux des centres de courbure deux surfaces homofocales du second 
degre, representees par les constantes et l, Les systemes (ß) et (y) se 
composent des surfaces developpables dont chacune est le lieu des normales 
menees a une surface (a) le long d'une de ses lignes de courbure, de sorte 
qu'ä chaque ligne de courbure repond une surface {(i) ou (y). 

En supposant que = c, l = b, les deux surfaces homofocales lieux 
des centres de courbure de (a) deviennent les coniques focales du Systeme 
homofocal donne. Par consequent dans ce cas les surfaces (a) sont celles 
que M. CA. Dupin a considerees depuis longtemps. (Voir un article de 
Hachette, correspondance de l'ecole Polytechnique. Tome I, pg. 22.) La 
surface dont 11 s'agit, nommee cyclide par M. Ch. Dupin, est l'enveloppe d'une 
sphere qui se meut en touchant constamment trois spheres fixes. Dans ce 
cas particulier les equations (3.) prennent une forme tres- simple, savoir: 

^e+bXf^+bXb+y) " ' ' 

(g — c)(g — ^)(g — y) _ ^ 
Cg + cXc + fiXo + v) ^• 

Les surfaces (a) sont des cyclides paralleles entre elles et les surfaces (/i) 
et (y) des cönes de revolution. Les sommets des cönes (/i) sont ranges 
sur Tellipse focale, tandis que leur base commune est Thyperbole focale, les 
sommets des cönes (y) au contraire se meuvent sur Thyperbole focale/ landis 
que leur base commune est Tellipse focale. 

4. On satisfait encore a la condition (2.) de rorthogonaiite en posant 
ce qui donne le Systeme triple suivant de surfaces orthogonales: 



k 



. I*. Hober is, reckerche relative aux surfaces orthogonales. 

dv 



r IdQ ^ r rndjA r n 



= a. 



/* IgdQ _ rmiidiA __ P nvdv __ 

(•e dernier Systeme triple de surfaces mutnellement orthogonales n'a pas 
encore ete considere, qoe je sache. Ancune famille de surfaces paralleles 
ou developpables ne s'y trouve comprise, ce qui le rend d^autant plus in- 
teressant. Etudions-en avec un peu de detail quelques cas particuliers. 

Supposons en effet que ö = c^ et que i < ,^ > »'^ ©t notre Systeme 
deviendra 



= a 



J Q 1 Q —O' —y (l \ IMT—b^ —J V ) fc'— 

Dans ce c«s Tequation du Systeme (/?), comme on s'en aper^oit sans dif- 
ficnlte. s'integre algebriquement. II n'en est pas de meme des systemes (a) 
et y]- ^^^ cependant il est remarquable que les courbes d^inlersection 
d*utte surface {ß) avec les surfaces qui appartiennent a Tnne ou a Tautre 
des familles {a) et {y)^ c'est a dire« les lignes de courbure des surface {ß) 
sont algebriques. En effet requation differentielle du Systeme (a) peut dtre 
mise sous la forme que voici: 
QdQ iidfi vdv 

v^q'^W-^'^ y'öi^b'xP^^ -W^^^a^'-^') 

?^i ^g -" . ^^ + ^^ i = 

et oelle du Systeme {y) sous la forme suivante: 

gdg pidpL _^ vdv 






"^•^ ♦ = 0. 



"*" («*-»•) »''(i*-»'Xi*-»*) ' 
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Cela nous fait voir que les lignes de courbure de la surface (on ecrit main- 
tenant a au lieu de ß et vice f>ersa) ayant pour equation 

/- gd(f ^r f^df. ^r vdv _ _ ^^ 

sont donnees par ses intersections avec les deux familles de surfaces 

dont les equations sont algebriques. Mais dans ce cas les surfaces (/i) et (y) 

ne sont pas orthogonales ni aux surfaces du Systeme (a) ni entre elles. 

Maintenant prenons les signes dans Tequation des surfaces (a) comme 

il suit: 

Qdg , fidfi vdv ^ Q 

Cette equation, etant integree, donne 



L'une des deux series des lignes de courbure de la surface representee par 
Tequation qu'on vient d'obtenir, sera donnee par ses intersections avec la 
famille de surfaces donnees par requation differentielle 

de _ I dfi _ dv ^ Q 



Qyag'-b'Xe'-n ^|/(^'-fc»)0'-0 v|/(6*~0(^'~0 

qui, etant integree, donne 



et Tautre serie proviendra de ses intersections avec les surfaces ayant pour 
equation differentielle 

gdg f^dfi ^ vdv ^ 



(e'-Oy(^»=6^(^'-A') (c'-^«)V0*'-6')0t'-A') (c'-OVCfe^-OCA'-»') 
ce qui donne, en effectuant les inlegrations, 



Wic'-b'M-»'') + }fie'-nQ'-n {^/(c^-b')(fl'-i.') + yie^-nf^'-b')} 



. W(c'-b'X>-'-y')Hic'-i'W^^')} 



= ryi9-cW-f^'Kc'-^- 
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En prenant les signes d'une maniere differente, on cn deduira qoe les lignes 
de courbure de la surface ayant pour equation 

seront donnees par ses inlersections avec les deux familles de surfaces, re- 
presentees par les equations que voici: 

Revenons mainlenant sur notre Systeme triple de surfaces orthogonales (4.). 

Si Ton y fait 6 = c^ 1 = b^ les equations diiTerentielles deviendront 

dg dfA dv 



QdQ 



= 0, 



_^ l^dfi ^ vdv _ ^ 
gdg fidfi ^ vdv _ ^ 

Nous ferons abstraction du cas, oü tous les signes dans la premiere de ces 
equations sont positifs et oü le Systeme (a) se reduit ä gfiy = a^ c'est ä dire 
a une suite de plans paralleles au plan des yz. En prenant les signes d'une 
maniere differente, on a le Systeme triple suivant de surfaces mutuellement 
orthogonales : 

Les equations des surfaces qui appartiennent au Systeme qu'on vient d'obtenir 
peuveut s'ecrire d'une maniere qui merite d'dtre signaiee. En effet, en se 
rappelant les valeurs de Xy y, z^ exprimees en g, ja^ v, savoir 

bcx = gfjLVy 
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on verra qoe le Systeme triple dont il s'agit peut dtre presente sous la forme 
suivante : 

a;__i y ^ ^ * ^ 

(I etant une fonction de x, y, z, donnee par requation 

Cette Observation conduit ä une construction geometrique des surfaces dont 
il s'agit. Voici le theoreme qui en resulte. 

^tant donnee une serie (TelUpsoides homofocaux, sott un point pris 
arbitrairement sur fun des axes, et considerons ce point comme le sommet de 
cönes circonscrits aux eüipsoides du Systeme homofocal, Le Heu des courbes 
de contact sera une surface determinee, et en faisant f>arier la position du 
sommet sur le meme axe, on aura une serie de surfaces renfermant un para- 
metre arbitraire. Pareillement deux autres systemes^ dont chacun contient 
une constante arbitraire^ sobtiennent de la mime maniäre, en prenant des points, 
situes sur les deux autres axes^ pour sommets de cönes circonscrits. Les sur- 
faces qui appartiennent respectivement ä ces trois systdmes^ se coupent mutueUe- 
mentj deux ä deux, ä angles droits. 

De plus les courbes dans lesquelles ces trois familles de surfaces se 
coupent deux a deux (ou ce qui est la mSnie chose leurs lignes de courbure) 
sont des cercles dont les plans sont perpendiculaires aux plans principaux. 
En elfet rappelons-nous que «, /?, y representent les distances au centre 
des sommets des cönes circonscrits mesurees respectivement suivant les axes 
des Xy y et ä. Soit le centre et faisons OA = a, 0B = /?: il est evident 
que Tintersection de la surface (a) avec la surface (/?) sera le Heu des points 
(M), dont un quelconque est situe sur Tun des ellipsoides homofocaux et jouit 
de la propriete que le plan tangent qui y touche Tellipsoide coupe les axes 
des X et des y respectivement aux deux points donnes A et B. D'apres un 
theoreme de M. Chasles la normale menee a Tellipsoide homofocal au point 
M perce le plan des xy dans un point P qui est le pole de la droite AB 
par rapport ä la conique focale sifuee dans ce plan. Par consequent le point 
P est donne. Abaissons donc de P une perpendiculaire PQ sur AB, et le 
lieu de M ou la ligne de courbure provenant de Tinlersection de (a) avec (ß) 
sera un cercle decrit avec PQ comme diamelre dans un plan perpendiculaire 
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a AOB. Pareillement on peut demontrer que les deux autres lignes de cour- 
bure («, y) et {(i^y) sont des cercles silues comme il a ele dil ci-dessus. 

Les equations en x, y, z des surfaces qui composent le Systeme triple 
qu'on vient de considerer, sont 






ßy + b' ' ß • ßy+b'-c 

X^ . !/• . Z 



^J l uJL = 1 



- a. 



5. On satisfait encore ä la condition (2.) de Torthogonalite en faisant 

A et Ar etant deux constantes quelconqoes, assujetties, bien entendu. aux con- 
ditions qu'exige Temploi des coordonnees elliptiques. Ces valeurs fournissent 
la Solution la plus generale possible, renfermant quatre constantes arbitraires 
ky k, 0y k du Probleme que nous nous etions propose dans le n"" 2. Le 
Systeme triple de surfaces orthogonales qui en resulte est donne par les 
equations : 

Consideronä maintenant le cas particulier de ce dernier Systeme, qu'on obtient 
en posant les constantes B %\ X respectivement egales a c et a 6. Voici le 
Systeme triple qui s'ensuit: 

/' dQ r dfi r dv 

La famille des surfaces (a) est algebrique. En general les familles (/?) et 
(^) ne sont pas algebriques, mais en combinant leurs equations avec celle 
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du Systeme (a), on verra que les lignes de courbure des surfaces (a) sont 
situees sur des surfaces algebriques. En eifet les equations differentielles des 
syslemes (ß) et (y) peuvenl s'ecrire respectivemenl comme il suil: 

j, / dg ^ dfi ^ dy \ ^ 
ih I kc-)( '^^ + '^^ T '^^ ^ 

Par consequent Tune des denx especes des ligncs de courbure d'nne surface 
appartenant au Systeme (a) est donnee par rintersection de la surface en 
question avec la famille de surfaces ayant pour equation differentielle 

''P + %= + '^^ = 0, 



tandis que Tautre espece des lignes de courbure est donnee par Tintersection 
avec les surfaces representees par Tequation differentielle 

d9 3: ^^ _ x ^^ = 

et ces deux equations ont des integrales algebriques. 

Supposons maintenant que h = a^, ä = — 1, et Ton aura pour Tequation 
differentielle de la famille («) 

dg _^ _d(i , _JL_ = 

ce qui nous donnera 

arc(sin = — ) + arc (sin = — ) + arc (sin = — ) = arc (sin = — ) , 

d'oü Ton deduit pour Tequation algebrique en coordonnees elliptiques de la 
famille (a) 

d' (p' + ^' + 1/^/ - 4 (a' - a") {(fY + p V + A') + 4 agur (p^ + ^^ + 1^ + a^) 

Les lignes de courbure de cette surface sont donnees par ses intersections 
avec les deux familles de surfaces ayant pour equations differentielles 

8» 
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(^'-6')^'^' 0'-6')V^'=^ (fc'-OyS*^^ 
dg df* dv 



iü^-c^ia'-Q' (c'-itrjia'-ii' Cc»-v')y^^~ir' ' 

d'oü I'on dedait les equations saivantes de ces familles: 

{fi?^*Q.jf.b^'^IF^^\\fi?^*(i+bfä^^^\{^cr^*v+bf^^ ' 

On obtient facilement I'equation en x, y, z des surfaces qui composent la 
famille (o) dans le cas qu'on vient de considerer. La voici: 

«'(ir*+y*+»*+6' + c*-o7-4(a»-a*)(6HcV+cy+6V+6V) 

En y faisant a = a, on retombe sur le cas des cyclides dont il a ete question 
dans le n" 3. 

College de la Trinite. Dublin, le 5 Janvier 1863. 
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lieber die FlAchen deren Normalen eine gegebene 

FlAche berühren. 

(Von Herrn J. Weingarten.) 



XJie Gesammtheit der Normalen einer krummen Fläche lässt sich, 
wie bekannt, in zwei Schaaren abwickelbarer Flächen zusammenfassen, welche 
die betrachtete Fläche in den Krämmungslinien schneiden. Die Rückkehr- 
kanten dieser abwickelbaren Flächen erzeugen zwei Flächen, die durch jede 
dem Normalensystem angehörige Gerade berührt werden: die beiden Schalen 
der Fläche der Krümmungsmittelpunkte. In einer Abhandlung ^lieber eine 
Classe auf einander abwickelbarer Flächen'' (Bd. 59, pag. 382 dieses Journals) 
habe ich nachgewiesen, dass auf einer jeden dieser Schalen die Rückkehr- 
kanten der betreffenden Schaar abwickelbarer Flächen und die Curven, welche 
die Endpunkte gleich langer Hauptkrümmungsradien verbinden, ein orthogonales 
Curvensystem bilden, welchem die von Gauss in den ^disquisitiones circa 
superficies curvas'' besonders hervorgehobene Eigenschaft zukommt, einem 
Linienelemente der betreffenden Schale die Form 



zu geben, in welchem Ausdruck q die Grösse des im Anfangspunkt des 
Elementes endenden Hanptkrümmungsradius , a den Parameter der ihm ent- 
sprechenden Krümmungscurve der Fläche, deren Normalensystem untersucht 
wird, dQ und da die Incremente dieser Grössen für den Endpunkt des Ele- 
mentes angeben, während m der Gleichung: 

q — q' dm 

genügt, in der q' die Grösse des zweiten zu q gehörigen Hauptkrümmungs- 
radius bezeichnet*). 

Aus diesen Beziehungen ersieht man durch eine Schlussweise, deren 
Ausfuhrung nur auf eine Reproduction der Seiten 388 und 389 der angeführten 
Abhandlung hinauskäme, dass die von Monge für specielle Fälle durchgeführte 



*) A. a. O. sind die Grössen q, a, m respective durch p, q, G bezeichnet, während 
für das Folgende p, q; E, F, G die von Gauss eingeführte Bedeutung behalten. 
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Lösung der Aufgabe: 

die Flächen zu bestimmen, deren sämmtliche Normalen eine gegebene 
Fläche berühren 
auf die Transformation des Quadrates des Linienelementes: 

Edp'+2Fdpdq+Gdq'^ 
der gegebenen Fläche in die Form: 

dQ^+mda^ 
zurückgeführt werden kann. 

Sind die Coordinaten §, r]^ ^ eines beliebigen Punktes der gegebenen 
Fläche durch zwei Variable p und a, welche die verlangte Transformation 
herbeiführen* bestimmt, so ist die Fläche, als deren eine Schale der Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche die gegebene sich darstellt, durch die Gleichungen: 

ausgedrückt, während die folgenden: 

2m 



p-p' 



Öftl 



ög 

den Lauf der der gegebenen Fläche zugeordneten Schale anzeigen. 
Was die Transformation des Quadrates des Linienelementes 

rf|' + rfr/'+rf^' = Edp' + 2Fdpdq+Gdq' 
in die Form 

anbetriift, so weiss man, dass dieselbe auf die allgemeinste Weise herbeige- 
führt wird, wenn die Coordinaten eines beliebigen Punktes I, iy, C der gegebenen 
Fläche bestimmt werden durch seinen geodätischen Abstand p von einer auf 
der Fläche willkürlich gezeichneten Curve, und durch deren Bogen o^ gezählt 
von einem beliebig gewählten Anfangspunkt bis zum Fusspunkt dieses Ab- 
standes. Berücksichtigt man diese geometrische Bedeutung der Grössen p und 
o für die Fläche (^^^), so erkennt man aus den Gleichungen (1.) ohne 
Schwierigkeit fplgendes 

Theorem. 
Spannt man über eine gegebene Fläche, senkrecht gegen eine will- 
kürlich auf derselben gezeichnete Curve, eine Schaar biegsamer Fäden, 
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denen man sämmtlich, von den Punkten dieser Curve an gerechnet^ gleiche 
Länge giebt, so erzeugen die Endpunkte dieser Fäden bei ihrer Abwicke- 
lung die allgemeinste Fläche, von welcher die gegebene eine Schale der 
Fläche der Krfimmungsmittelpunkte ist. 
Bei dieser Abwickelung beschreibt jeder Endpunkt eines Fadens eine 
Krämmungslinie der erzeugten Fläche. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die analytische Lösung des von 
Monge gestellten Problems nur die Integration der Differentialgleichung der 
geodätischen Linien für die gegebene Fläche erfordert, welche nach Gauss 
(Disquis. circa superf. art. XXn, Form. (6.)) von der Integration der partiellen 
Differentialgleichung 

abhängig gemacht werden kann. Diese Differentialgleichung, auf welche auch 
eine direfcte Untersuchung des gestellten geometrischen Problems führt, ist 
keine andere als die für den Fall einer in der betrachteten Fläche stattfinden- 
den Bewegung eines Punktes, auf den keine äusseren Kräfte wirken., durch 
die Hamilton- Jacobische Theorie aufzustellende. 

Die zur Bestimmung von a ebenfalls von Gauss aufgestellte Differential- 
gleichung (I. c. Formel (6.)): 

erfordert nach geschehener Bestimmung von () keine neue Integration. Ist 
nämlich co die in das Integral q eingehende willkürliche Function, und sub- 
stituirt man in dasselbe co+Acö statt co, wo cö eine Function desselben Argumen- 
tes wie 0)^ so erhält man ein neues Integral P der Differentialgleichung (2.). 
Die Substitution der Entwickelung von P nach Potenzen von h: 

P = Q+hs+ ••• 

in (2.) zeigt alsdann, dass s oder der erste Coefficient dieser Entwickelung 
das geforderte Integral der Gleichung (3.) giebt. 

Berlin, Juli 1861. 
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lieber das Problem der Normalen bei Curven und 

Oberflächen der zweiten Ordnung. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 



XJie Aufgabe, von einem gegebenen Punkte aus Normalen an einen 
Kegelschnitt zu ziehen, ist von Herrn Cayley (dieses Journal Band 56, pag.182) 
und von Herrn Fiedler in dessen ausgezeichneter Bearbeitung von Salmons 
Conic. sections (p. 565) verallgemeinert und dadurch in den Bereich derjenigen 
Aufgaben gezogen worden, welche für die algebraische Behandlung in allge- 
meiner Form von Interesse sind*). Es sei mir erlaubt an eine analytische 
Behandlung eine Discussion des Problems zu knüpfen, welche auch für das 
Normalenproblem einige neue Resultate mit sich führt. 
Die allgemeine Aufgabe lautet: 

Auf dem Kegelschnitte U = f{Xi , X2 , -X3) = soll ein Punkt X so 
gefunden werden^ dass die Verbindungslinie eon X mit einem gegebenen 
Punkte X durch den, in Bezug auf einen zweiten Kegelschnitt e = ge- 
nommenen Pol der in X an U=0 gezogenen Tangente geht, 
Oder auch, was dasselbe ist: 

Die in X an U =0 gezogene Tangente soll sich mit den in Bezug 
auf f? = gezogenen Polaren der Punkte X und x in demselben Punkte 
treffen. 

Man kann offenbar beide Kegelschnitte immer so projiciren, dass sie 
confocal werden. In derProjection ist dann die Linie Xx Normale von £^=0 
im Punkte X so dass die Resultate der vorliegenden Aufgabe auf das Problem 
der Normalen sofort übertragen werden können. 

Ebenso führt das Problem der Normalen an eine Oberfläche zweiter 
Ordnung auf die Aufgabe: 

Auf der Oberfläche zweiter Ordnung U=0 soll ein Punkt X so ge- 
funden werden, dass, wenn man f>on X den Tangentenkegel an eine 
zweite Fläche zweiter Ordnung t? = legt, die Polare eines gegebenen 
Punktes x in Bezug auf diesen Kegel mit der in X an U=0 gelegten 
Tangentenebene zusammenfällt, 

*) Eine derartige Verallgemeinerung, für allgemeine Curven und Flächen, ist 
schon von Steiner Bd. 49 d. J. gegeben worden; dieselbe ist aber ganz anderer Art. 
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Bezeichnet man zwei homogene Functionen zweiter Ordnung durch 
U, V, sobald darin die Veränderlichen X eingeführt sind, und durch n^ v, 
wenn darin die x als Veränderliche auftreten; sind femer {/,-, Vi, Ui, t?,- ihre 
partiellen DiiTerentialquotienten dividirt durch 2, so sind die beiden angeführ- 
ten Probleme in dem folgenden System von Gleichungen enthalten, wenn darin 
« = 3 oder n = 4 gesetzt wird : 

^^''> \ f/ = 0, 

wobei die X, jtt unbestimmte Factoren sind. Die Elimination der X aus diesen 

Gleichungen fuhrt auf eine Gleichung 2(ii— 1)*^" Grades fflr — , die bereits 

von Joachimsthal unter Zugrundelegung der speciellen Form, welche con- 
focalen Oberflächen und Curven entspricht, untersucht worden ist (Bd. 53, 
pag. 149 dieses Journals). Eine weitere Untersuchung dieser Gleichung in 
allgemeiner Form, namentlich in Bezug auf den Fall fs=:4, bildet den Gegen- 
stand des Folgenden. 

§• 1- 

Die Gleicbung des Problems wird aufgestellt. 

Bezeichnet man durch J die aus den Elementen i^Unt+fiVijt (wo un,, 
Vf„ die Coefßcienten von u, f) sind) gebildete Determinante und durch J^ ihre 
Unterdeterminanten, so folgt aus den Gleichungen (1.): 



Daher, wenn man diese Werthe in die Gleichung U=0 einfährt : 

welches die gesuchte Endgleichung ist. 

Um dieselbe in eine geschicktere Form zu bringen, bemerke man nur, 
dass nach einem bekannten Determinantensatz, wenn J},,^gp eine Unterdeter- 
minante zweiter Ordnung ist: 
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Somit nimmt die obige Gleichung auch die Gestalt an: 

Da nun noch Un, als der Differentialquotient des Elementes Ati,-;^ + i^^/> nach Ä 
bezeichnet werden kann, so ist 

und wenn man also i2 die Function 

(2.) n = ^^v,v,j,p 

nennt, so wird endlich die resultirende Gleichung: 

Betrachtet man A, fi als conslant, die x aber als Veränderliche, so wird der 
Ausdruck links eine homogene Function zweiler Ordnung. Für « = 3 ist (3.) 
dann, wie eine Vergleichung der Formeln (1.) sofort nachweist, die Gleichung 
eines Kegelschnittes von einfacher geometrischer Bedeutung. Wenn man durch 
den Schnitt von f/ = 0, f? = einen Kegelschnitt ku+fjf> = legt, für jeden 
Punkt von w = in Bezug auf den neuen Kegelschnitt die Polare conslruirt, 
und deren Pol in Bezug auf v = sucht, so beschreibt derselbe die Curve (3.). 
Ebenso entsteht für « = 4 die Oberfläche (3.) von der zweiten Ordnung, 
wenn man durch die Schnittcurve von «i=0, t? = eine neue Fläche iiu+ui) = 
legt, in Bezug auf sie die Polaren der Punkte von u = sucht, und die Pole 
der erhaltenen Ebenen in Bezug auf t? = darstellt. 

Die Discriminante der Gleichung (3.) 2(n-'iy^' Ordnung hat eine merk- 
würdige Eigenschaft, welche allen Gleichungen derselben Form zukommt, 
welches auch die Functionen J, S2 sein mögen. 



§. 2. 
Bildung der Discriminante. 

Soll die Gleichung (3.) zwei gleiche Wurzeln besitzen, so muss auch 
ihr Differentialquotient nach X verschwinden, d. h. es muss sein: 
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Da nun diese Gleichung sowohl als (3.) durch die Annahme 12 = 0, J = 

erfüllt wird, so ergiebt sich sofort: 

Die Discriminante der Gleichung (3.) enthält als Factor den Ausdruck, 
welcher, gleich Null gesetzt, das Resultat der Elimination aus den 
Gleichungen i2 := 0, J = bildet. 

Ist insbesondere, wie hier, der Grad von 12 um Eins niedriger als der von J, 

so lässl sich der übrigbleibende Factor leicht bilden. Es sind nach Potenzen 

von / geordnet die Functionen J, S2 von der Form: 

Daher die gegebene Gleichung: . 

(4.) = i2-|^ -^^ = ab-^'"'~' + 2{n-i)a'b.X"-\u .... 

Sollen zwei Wurzeln gleich sein, so hat man noch durch Differentiation nach 
A und ju: 

= i2 -^ - J^ = (2«-2) ab . A'"-'+ 2 . («-1 ) . (2«-3) a'b . )?-*n . . . , 



• • • • 



dfA V dk dk 

Da offenbar die beiden letzten Gleichungen verschwinden für ^^ = 0, 6 = 0, 
so ist b ein weiterer Factor der Discriminante. 

Soll aber der oben erwähnte Fall, wo 12 und J zugleich verschwin- 
den, und dadurch in der Gleichung (3.) zwei gleiche Wurzeln auftreten, aus- 
geschlossen werden, so folgt aus (4.) und der ersten Gleichung (5.) noch: 

= ^^-^^ = n.n--\.abV''-^ + 2n.n^\.n--2.ab'fx.)?^^'-> 

OA CA CA OA 

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit der ersten Gleichung (5.) entspringt 
die durch jti theilbare Gleichung: 

= (nn-^2k^)^--(nJ--2l^)^ 

Mit Hülfe dieser Gleichung wird nun auch aus der zweiten Gleichung (5.) 
die durch n theilbare Gleichung abgeleitet: 

Die Division durch /i fahrt man leicht aus, indem man nach den bekannten 

9» 
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Formeln für homogene Fimctionen S2, J mid ihre ersten Differenlialquotienten 
durch die zweiten ausdrückt. Alsdann erhält man folgende drei Gleichungen 
vom 2n— 4'*" Grade: 

fi\\ /Ol ^'^ d'Si . d'j d'Si f 4^ d'n d'j .s'Sid'j.. 



21 



d'J d'Si . d'J rd'Si , ^, d'J d'Si 



+ '^'^ "ÖT ö^"^''"^)'^ ö^^öT-^^- 



Jflultiplicirt man diese Gleichungen mit A""^, ^"^i^^ • • • .^"~^ so erhält man 
3 («—2) Gleichungen vom Grade 3«— 7, ausweichen man ^e 3 («—2) Grössen 
jj^n-i^ X^n-6^^ )}n-h^i^ ^ ^zn-1 ^^^^^i Bilduug oluer Determinante 

(7.) G = 

eliminirt. Dieselbe ist für die Coefficienten von £1 sowohl als für die Coef- 
ficienteli von J von der 3 (»—2)**^" Ordnung. 

Bezeichnen wir nun durch F = die aus i2 = 0, J = entspringende 
Endgleichung, so ist 

(7^) R = b.RG 

die Determinante der vorgelegten Gleichung. Sie ist in der That für die 
Coefficienten sowohl von i2 als von J von der Ordnung 4»— 6, wie es 

sein muss. 

Die oben ausgeführte Elimination lasst sich auf elegantere Weise 
folgendermassen bewerkstelligen. 

Statt der Gleichungen (3.) kann man offenbar folgende beiden sub- 

stituiren : 

J+m/i£2 = 0, 

und wegen der anderen Gleichungen 

^"öT" ör "" ' dk dv dk ar ^" 

kann man denselben die folgende beifügen: 

Aber nach bekannten Methoden ersetzt man diese Gleichungen durch das 
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System : 

dk' '^^ dk' ■" ^' 

dkdfA'^^ dkdfi " "' 

und aus diesen Gleichungen sind k, p.^ m zn eliminiren. Multipliciren wir 
dieselben mit k^, k^^^fi^ . . . fi^; alsdann entstehen 3(/>+l) Gleichungen, die, 
als linear betrachtet, die 2{n+p—i) Unbekannten 

enthalten. Um dieselben eliminiren zu können, muss 

2{n+p-i) = 3(p+l) 

oder 

p =r 2«— 5 

sein; was dann auf eine Eliminationsdeterminante der 2(3ii— 6)^*''' Ordnung, 
und auf die 3»— 6*** Ordnung für die Coefficienten von J und £i führt, wie 
dies oben für G gefunden wurde. 

§. 3. 

Der erste Factor der Discriminante ist ein vollständiges Quadrat. 

In der gegebenen Gleichung sind die Coef&cienten Functionen der x. 
In Bezug auf diese Veränderlichen sieht man nun leicht den weiteren Satz ein : 
der Ausdruck F ist das vollständige Quadrat eines in lineare Factoren 
zerfällbaren Ausdrucks, 

In der That kann man sich die Gleichung F = dadurch gebildet 

denken, dass man die Werthe, welche aus -^ = für — sich ergeben, in 

den Ausdruck 

einführt, und sümmtliche Werthe von £2, welche so entstehen, mit einander 
multiplicirt. Wenn aber ^ = 0, kann man bekanntlich immer solche Zahlen 
a bestimmen, dass 

wird. Hiedurch geht S2 in das Quadrat eines in den x linearen Ausdrucks 
über, w. z. b. w. Diese linearen Ausdrücke haben zugleich die Eigenschaft. 
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dass beide Functionen u, e gleichzeitig in Aggregate ihrer Quadrate über- 
geführt werden können. Denn setzt man, indem §i, ^*2^ ... lineare Verbin- 
dungen der X bedeuten: 

so wird, wenn J, S2 für die Veränderlichen §* ebenso gebildet werden, wie 
ursprünglich für die Veränderlichen x: 

^ = {i^Pl+l^qi)C^P2+f^qii)'''{i'Pn+l^qn)' 

und gleichzeitig 

X q. 

daher, wenn man die Wurzel — = aus J = einführt, S2 mit f: pro- 

f* Pi 

portional. Da nun nach der Theorie der Invarianten der so erhaltene Aus- 
druck von dem ursprünglichen sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann, so sind offenbar die | von den oben gefundenen linearen 
Ausdrücken nur um constanle Factoren verschieden. 

Setzt man i» = 3, so ist hierin der Satz enthalten: 
Diejenigen Punkte^ für die zwei Lösungen des Problems zusammen fcMen, 
hildeih das doppelt gerechnete gemeinsame Polardreieck der Kegelschnitte 
// = 0, «? = 0, und ausserdem eine Curee sechster Ordnung G = 0. 

Projicirt man die Kegelschnitte so dass sie confocal werden, so ent- 
steht aus der Curve G = die Evolute von u. 
Fär n = 4 hingegen kommt der Satz : 
Die Punkte^ für welche zwei Lösungen des Problems zmammenfallen^ 
bilden das doppelt gerechnete gemeinsame Polartetraeder der Oberflächen 
u = 0^ «? = 0, und ausserdem eine Fläche zwölfter Ordnung G = 0. 
Führt man die Flächen w = 0, e = durch lineare Substitutionen in confocale 
über, so verwandelt sich G = in die Fläche der Hauptkrümmungsmittel- 
punkte von n, 

§4. 

Andere Bildung von G = 0, Fälle algebraischer Lösbarkeit des Problems 

fllr » = 4. 

Den Ausdruck G und die Gleichung G = kann man noch auf eine 
andere Art erhaltea, welche vor der im Vorigen auseinandergesetzten wesenk- 
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liehe Vorzüge besitzt. Die in §. 2 zur Bildung von G = aufgestellten Glei- 
chungen konnte man auch so schreiben: 

J+fimSl = 0, 

dj , eil ^ 

und das Bestehen dieser Gleichungen ist identisch mit der Forderung, es solle 
sich eine Zahl m so bestimmen lassen^ dass die Gleichung n'^'' Grades 

J+m.jitSl = 
drei gleiche Wurzeln besitze. 

In dieser Ausdrucksweise bildet man sehr leicht die Gleichung G = 
für n = Z und w = 4. Sei erstlich w = 3. Es muss dann identisch werden 

(8.) J+m.fin = {Xa+fiß)\ 

Führt man in dieser identischen Gleichung für l, fi die Werthe A', u'^ i!\ }i*\ 
;t'", /^'" ein, welche der Gleichung -r/ = genügen, so hat man nach dem 
Vorigen für u,^ die Werthe rf'^^ V'^ ^"^ ^^ die iy in den x linear sind, 
und, gleich Null gesetzt, die Seiten des für % f> gemeinsamen Polardreiecks 
darstellen. Demnach wird: 

X'a + fi'ß = rj'i.m, 
l''a + fi"ß = Ti"Km, 
k'"a + iu"'ß = 7y'"*.m, 
und durch Elimination von m, a^ ß: 



(8".) 





■X' 


,"' 


rj ^ 


X" 


i«" 


Tj ' 


X'" 


fl'" 



= 0, 



der gewöhnlichen Form der Evolutengleichung entsprechend. 

Für n = 4 erhält man die Bedingung dafür, dass die Gleichung vier- 
ten Grades 

J-^m./iS2 = 

drei gleiche Wurzeln habe, aus der bekannten Eigenschaft der Gleichungen 
vierten Grades, die Existenz dreier gleichen Wurzeln durch das Verschwinden 
ihrer beiden Fundamentalinvarianten anzuzeigen. Da 
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j = bi.*+4bVfi+6b"xy-\-U"'Xn'+b'*>ft*, 
n = al' + SaVfi-^Sa"X/i'-\-a"\u\ 

so sind die Invarianten i, j der obigen Gleichling: 

,• = 6(6(*>+m«'") + 4(6'+fl,-|-)(6"'+3m-^)+3(6"+i»4-)'' 



(9.) 






b h' + m-j- 



b"+m 



a' 



6"'4-3m 



a 



II 



b"-\-m4- h"'+Sm^ ftW+ina 



in 



2 - . -"- 4 

Setzt man der Kürze wegen hiefür: 

f = A+2mAi-\-m^A2^ 

so erhält man G = als Eliminationsresultat der Gleichungen t = , j = 
in der Form 



(10.) ö = = 



A 


2A, 


A, 











A 


2A, 


A, 











A 


2A, 


A. 


B 


SB, 


SB, 


B, 








B 


SB, 


SB, 


A3 



(11.) G' = 



oder, wenn man mit Hülfe von t=0 zunächst den Grad von y=0 auf doppelle 

Weise erniedrigt, und dann m aus den erhaltenen drei Gleichungen zweiten 

Grades eliminirt: 

SBiA-2A,B SB,A-A,B B^A 

B A, SBiA,-A J?3 SB,A,-2AiBi 

£ine elegantere Gestalt nimmt diese Gleichung an mit Hülfe der Betrachtun- 
gen, welche ich Bd. 58, pg. 273 dieses Journals über die Elimination aus 
Gleichungen angestellt habe, von denen nur eine den zweiten Grad übersteigt ; 

man erhalt aus denselben die Form: 

(12.) G = = 



A A, 

-4, A^ 



ABB, 
A, B, Ä. 

^2 *t *> 



il, il, B^A^-\'B^A — 2B^A^ 
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Ich bemerke, dass die A, B in Bezug auf die x von der doppelten Ordnung 
ihres Index sind, so dass G=0 wirklich eine Fläche zwölften Grades darstellt. 

Es verdient erwähnt zu werden, dass man für w = 3 an Stelle der 
ursprünglichen Gleichung sechsten Grades 

CA OA, 

eine andere setzen kann von eigenthümlicher Form, in welcher m die Un- 
bekannte ist. Denn da diese Gleichung ausdrückt, dass die Gleichung 

J'\-m.fiQ. = 
zwei gleiche Wurzeln habe, so hat man nur die Discriminante dieser Gleichung 
vierten Grades gleich Null zu setzen. Diese ist aber 1^ — 27/^ = 0; und so 
wird die zu substituirende Gleichung in m^ indem man diese Discriminante 
verschwinden lässt: 

(13.) {A+2mA,^m^A^f-27{B+ZmB, + Zm^B^ + m^B^f = 0. 

Diese Form ist unter Anderem dadurch merkwürdig, dass sie auf einige Fälle 
führt, in denen das Problem algebraisch lösbar ist. Zwei Fälle, in denen 
dies eintritt, sind folgende: 

1. Wenn AA2—Al = 0. Durch Multiplication der Gleichung (13.) 
mit A erhält man dann: 



{A+A,my = ±y27A,{B+SB,m+SB2m'+B,m'), 

also zwei Gleichungen dritten Grades an Stelle einer Gleichung vom sechsten. 
Die 'Fläche AAz^A] = ist vom vierten Grade; und mit Hülfe ihrer Gleichung 
geht die Gleichung (12.), mit A^ multiplicirt, in folg^ende über: 

(BAl-3B,AA] + SB,A'A^-B,AJ = 0. 

Die Fläche ^^2 — -^1 = berührt also G = längs einer Curve, durchweiche 

sich eine Fläche sechster Ordnung 

BA\-SB,AAi + 3B2A^A,-B^A' = 

legen lässt. Man hat auf diese Weise den Satz: 

Das Problem ist algebraisch lösbar für alle Punkte einer Fläche vierter 

Ordnung 

(14.) AA,-A] = 0, 

welche die Fläche G = in einer Curee berührt, durch welche eine Fläche 
sechster Ordnung 

(15.) BA\-3B,AA]+3B2A'A,-B,A\ = 
sich legen lässt, 

Journal für Mathematik Bd. LXU. Heft l. 10 
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2. Wenn B:Bi = B,:B2 = B^iB^, oder 

(16.) ßl = BB2, B,B. = ß,B, 
Dann erhält man durch Mulliplication mit B* aus (13.): 

{A+2A,m+A2m')yB* = S{B-{^BJ\ 

also drei quadratische Gleichungen statt einer Gleichung sechsten Grades. 

Die Gleichungen (16.) stellen eine Curve vier und zwanzigster Ordnung dar; 

mit Hülfe dieser Gleichungen aber verwandelt sich G=0, mit B* multiplicirt, in 

(B'A,-2BB,A,+BlAy = 0. 

Dies giebt^ ganz wie oben, den Satz: 

Das Problem ist algebraisch lösbar für alle Punkte einer Curve vier und 
zwanzigster Ordnung, welche sich als der Schnitt zweier Flächen vierter 
und sechsler Ordnung: 

B'i'-BB, = 0, B,B2-BB, = 
darstellt. Diese Curve berührt die Fläche 6 = dreipunktig, wo sie 
derselben begegnet (in 96 Punkten), und die Berührungspunkte liegen auf 
einer Fläche vierter Ordnung: 

(17.) B'A2-2BB,A,+BIA = 0. 

Es giebt noch eine andere Fläche, für deren Punkte das Problem 
algebraisch lösbar wird, indem die sechs Wurzeln der Gleichung (13.) eine 
Involution bilden. Diese Fläche scheint sehr verwickelt und von hohem 
Grade. Doch ist bemerkenswerth , dass für die vorliegende Gleichungsform 
dieselbe sich in drei Flächen auflöst, deren zwei von verhältnissmässig niedrigem 
Grade werden. In der That, wenn die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
in Involution stehen, kann man immer durch eine lineare Transformation die 
ungeraden Potenzen der Unbekannten verschwinden machen. Nun geht die 
vorliegende Gleichung durch die Substitution 

_ of^ + ß 

Ul = r-T- 

yfi + 
Ober in die Form: 

(2l+22l|.a+2l2^7-27(S3 + 333,^+3S3,A*^+S33.u^)' = 0. 

Und so erhält man die gesuchte Fläche durch Elimination von a, ß, y, d aus 

den Gleichungen: 

31' %, = 27S3Si, 

(18.) {m+6^i%^ = 27(33353 +923|ÖO. 

a^sq = 27©,©3. 
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Aber diese Gleichungen werden erfallt durch die Gleichungen 

(19.) 2l| = 0, 53 = 0, 8, = 0, 
oder auch durch 

(20.) 2li = 0, 23i=0, «3 = 0, 

und die Eliminationsresultanten der Systeme (19.), (20.) müssen daher in der 
des Systems (18.) als Factoren enthalten sein. 



§. 5. 
Die Curve ö = für n = 3. (Evolute.) 

Ich gehe jetzt genauer auf das Problem für « = 3 ein, welches den 
Normalen eines Kegelschnitts entspricht. Die beiden Invarianten der Gleichung 
vierten Grades 

seien wieder durch t^ j bezeichnet. Da nun die Gleichung ausgerechnet die 
Form hat: 

= (26'"a'- 36' V) A (2aft'"- 6b' a") fi^ + (Saft"- 6a'ft'- 3a"6) //' i'- 46a>i^- ab l\ 

so findet man sofort: 

(19^) i = 3 (-55!!*+^ -a'6'y = Sh' 

und so die Haupteigenschaft der Gleichung, dass ihre erste Invariante ein 
vollständiges Quadrat ist. 

Die Discriminante R zerfällt demnach in zwei Factoren: 

R = 13-27/ = 27(ÄW)(Ä'+i)- 
Bezeichnet man nun mit F = wie in §. 2 das Eliminationsresultat der Glei- 
chungen ^ = 0, ß = 0, so dass 

a 2a' a" 

a 2a' a" 

F = a 2a' a' 

b 36' 36" b'" 

6 36' 36" 6'" 

wo denn auch F = ' das Quadrat der Producte der Seiten des zu u^ r ge- 
hörigen Polardreiecks ist, so muss einer der Factoren h^—jy h^+J offenbar 
das Product 6.F, der andere G darstellen. Inzwischen wird für 6 = 0, wie 

10» 



.Tf 
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'■=( 



man leicht übersieht, h^ = —j; daher hat man 

(20«.) bF=n.{h'+j), G = n\ (h'-^j), 
wo n, ii constante Zahlen bedeuten. Um n zu bestimmen, lasse ich alle 
Coefficienten bis auf a". 6 verschwinden; dann bleibt bF=^b^.a!*^^ h = —^^ 

-s— J , also n = 4. Setzt man auch n! = 4, und eliminirt j, so erhält man : 

G = Sh'-bF. 

Um endlich F anders auszudrücken, seien X, X'^ X" die Wurzeln von J = 0^ 
und 12 nehme für diese drei Werthe die Ausdrücke rf, rj'^, ri"^ an, wo die 
Gleichungen i? = 0, V = 0, rf* = die Seiten des zu «, i? gehörigen Polar- 
dreiecks bedeuten. Ist endlich 

H = VV'V", 
so muss F auf IP zarflckkommen. In der That, da 

so erhält man durch Multiplication von F mit der Determinante 

1 X )} i.^ X* 



1 
1 
1 




X' 
X" 





X" 



,13 



X"^ ^ X"^ 






X'* 

X'" 


1 



1 
1 
1 



X 

X' 
X" 



X' \ 

x'^ 

X'" 



t'itf 



.XX'X 



den Ausdruck: 



V 



J2 



V 
a 





m 



X'rP 
X"tj"^ 






X'^rf 
X'^rf 

X"S'^ 



a" 









b 

b'" 



= bb"'.H\ 



1 ;i r 

1 X' x'^ 

1 X" X"^ 



Da nun ferner noch offenbar bi = —b.XX'X", so ergiebt sich aus der Ver- 
gleichung beider Ausdrucksweisen: 

(21.) bF = b^H\ 

und endlich für G die Gestalt: 

G = Sh^-b'U\ 
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Die Gleichung der Curve also, für welche zwei Lösungen des Problems zu- 
sammenfallen, und welche der Evolute entspricht, ist in rationaler Form 
(während oben eine irrationale Darstellungsweise gegeben wurde): 

(22.) G = Sh'-b'IP = 0, 

Diese Curve hat offenbar sechs Rückkehrpunkte in den Schnittpunkten des 
Kegelschnitts A = mit dem Polardreieck Ä = 0, und zwar sind die Seiten 
des letzteren die Rückkehrtangenten. Es ist zu bemerken, dass dies Polar- 
dreieck nicht nur zu u und e> sondern auch zu den aus u und v abgeleiteten 
Formen a^ a^, 02 gehört, mithin auch zu dem Kegelschnitt h=0 selbst, dessen 
Gleichung sich durch die a auf lineare Weise ausdrückt. 

§. 6. 

Allgemeines Curvensystem, welches die Curve G = einschliesst. 

Die Curve 6 = sowohl als der Kegelschnitt A = können aber als 
Glieder einer merkwürdigen Curvenfamilie betrachtet werden, deren einzelne 
Glieder durch die Eigenschaft characterisirt sind, d(iS8 für jeden Punkt einer 
solchen Curee das anharmonische Verhältniss der nach den entsprechenden 
Punkten X gezogenen Geraden denselben Werth annimmt. 

Bezeichnen wir durch a das anharmonische Verhältniss der vier Wurzeln 
einer biquadratischen Gleichung. Durch lineare Transformation kann man dann 
diesen Wurzeln die Werthe geben: 0, 1, a, 00. Die transformirte biqua- 
dratische Gleichung wird zugleich: 

= a?-{a+\)x''+ax, 
und daraus findet sich 

12 4' •'"" 216 48 ' 

und demnach 

.•3 = 108 [(«+i)'-3«r . ,., 

[-9o(a+l) + 2(a +!)•]' ^ * 

Setzt man der Kürze wegeit 

(23.) A = 4. [(«+!)' -3a] ' 



[-9a(a+l) + 2(o+iy]' ' 

SO wird diese Gleichung 

(24.) i^-2TXp = 0, 

und dieselbe gilt noch immer, wenn auch i, j fflr eine beliebig linear mit x 
zusammenhängende Veränderliche gebildet werden. 
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9 

Wenden wir dies auf die im Vorigen behandelte Gleichung an. wo 
i = Sh\ so erhalt man 

oder die beiden Gleichungen: 

firsetxt man j durch IP^ so entspringen endlich daraus die Gleichungen: 

3 6 VA „2 r. ^i *VA 



(25.) A'~ 



^2 = 0, A^- 



.^' = 0. 



4(|/A-i) " ~^' " 4(^A+i) 
Diejenigen Punkte also, für welche die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
ein bestimmtes anharmonisches Yerhältniss haben, liegen immer auf zwei 
Curven sechsten Grades (25.), welche einem System 

h'-xlP = 
angehören. Alle Curven dieses Systems haben dieselben sechs Rflckkehr- 
punkte, welche auf dem Schnitt des Kegelschnitts h = mit dem Polardreieck 
H=0 liegen^ und deren Rflckkehrtangenten die Seiten des Polardreiecks 
selbst sind. 

Gehen wir inzwischen auf die ursprOnglichen Gleichungen (1.) des 
Problems zurfick, so zeigt sich, dass die Gleichung der durch x und den zu- 
gehörigen Punkt X gelegten Geraden, die laufenden Coordinaten durch X' 
bezeichnet, also die Gleichung 

Xi Xi Xi 

^3 X3 X3 

mit der Determinante J multiplicirt^ übergeht in: 

lUi+fiVl XUi+fiV, Xur+fi€, 



Wi + uVi Vi i'Ui + uvi 

f>3 i.fh+ILtVi 



w;+fiv; 



oder 



= i 



Ui 


r, «, 




Vi 


«J 


»I 


m 


«» «2 


+ i« 


n 


«2 


»1 


u. 


«j tfs 




f; 


«3 


«3 



Aus dieser Form folgt sofort, dass das anharroonische Yerhältniss der vier 
in Rede stehenden Geraden mit dem der vier Wurzeln der biquadratiscben 
Gleichung identisch ist. 

Der in Rede stehende Satz, angewandt auf das Problem der Normalen 
eines Kegelschnitts, lässt sich foigendermassen aussprechen: 
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Die Punkte, von denen man eier Normalen an den Kegelschnitt ziehen 
kann, deren anharmonisches Verhältniss ein gegebenes ist, bilden zwei 
Curven. sechster Ordnung; alle so entstandene Curven haben die nämlichen 
sechs Rückkehrpunkte^ die auf einem Kegelschnitt liegen; und zwar fallen 
von denselben zwei ins Unendliche, die vier anderen sind die Spitzen der 
Evolute. Die Rückkehrtangenten sind allen Curven des Systems gemeinsam, 
nämlich die Hauptaxen und die Linie in der Unendlichkeit. 

Setzt man insbesondere a = 0, 1 oder oo, so werden zwei Wurzeln 

gleich. In der Thot ist dann A = 1, und die Gleichungen (25.) reduciren 

sich auf Ä^ = 0, 8A^— 6^Ä^ = 0, d. h. auf das doppelt gerechnete Polardreieck 

und G = 0. 

Setzt man hingegen a = — 1, so dass die betreffenden vier Geraden 

ein harmonisches System bilden , so wird A — c» ; in diesem Falle fallen die 

beiden Curven (25.) in eine einzige Curve 

h'-^W = 
4 

zusammen. 

Ein weiterer bemerkenswerther Fall tritt ein, wenn A = 0, so dass 

l±/-3 
« = —2 , 

wo die Curven (25.) abermals in eine einzige zusammenfallen, nämlich in 
den dreifach gerechneten Kegelschnitt A = 0. Der Kegelschnitt h = ist also 
der geometrische Ort der Punkte, für welche das anharmonische Verhältniss 
der vier Geraden einer imaginären dritten Wurzel von —1 gleich wird. 

§. 7. 
Wertbsysteme der x, fUr welche drei Lösungen des Problems zusammenfallen. 

Aus dem Vorigen folgt sofort, dass die sechs Räckkehrpunkte zugleich 
die einzigen Punkte sind, für welche drei Lösungen des Problems zusammen- 
fallen. Denn in diesen Punkten muss sowohl • als j verschwinden, was eben 
auf jene Räckkehrpunkte fährt. 

Das Problem, im Allgemeinen diejenigen Wertbsysteme der x zu finden, 

fär welche drei Wurzeln — zusammenfallen, kann man auf folgende Weise 
behandeln. Ersetzt man die Gleichung 

(26.) j^-a^ = o 
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durch die beiden: *) 

( J+mSl = 0, 

(27.) dJ , dSi ^ 
'■öT + ^-öT = ^' 

so muss, damit (26.) zwei gleiche Wurzeln habe, das System (27.) noch be- 
stehen, wenn man X durch k+dX und m durch m + dm ersetzt. Hierdurch 

erhält man: 

i£2.dm = 0, 

Gleichungen, welche mit (27.) zusammen entweder auf 

(29.) J = 0, i2 = 0, 
d. h. auf die Gleichung F = 0, oder auf 

(30.) z/4-iMi2 = 0, -^ + »»-^=0, -^_ + »,-^jr = 

fähren, d. h. auf die Gleichung G = 0. 

Sollen nun drei Wurzeln l gleich werden, so kann man in (28.) wieder 
l-irdl, m+dm an Stelle von X, m setzen. Man erhält dann weiter: 

I» -^dXdm+Sld'm = 0, 

Es giebt hiernach zwei Glassen von Werthsystemen, für welche drei Wurzeln 

l einander gleich werden, von denen eine die ersten Gleichungen (28.), (31.) 

durch die Annahme 

i2 = 0, rfi» = 0, 

die andere durch die Annahme 

rfiM = 0, d'm = 

erfüllt. Im ersten Falle erhält man daraus die Gleichungen: 

ß = 0, 

J = 0, 

(32.) IM+m i^ - 
^ dx ^ dX ~ ^' 

dX' +*" ör ~ "' 



*) Hier wie im Folgenden ist der Bequemlichkeit wegen ft^i gesetzt. 
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im zweiten aber: 



(33.) 



J+mS2 = 0, 

= 0, 

= 0, 

- 0. 





dSi 

ex 




d'Si 


dl* 




d'Sl 



Das System (33.) lässt sich einfach dadurch ausdrücken, dass bei passender 
Bestimmung der Zahl m die Gleichung 

J+m>Q = 
vier gleiche Wurzeln ergiebt, was bei « = 3 selbstverständlich nicht eintreten 
kann. Das System (32.) hingegen ist dadurch characterisirt, dass für dasselbe 
gleichzeitig F und G verschwinden. Dasselbe stellt also für n = 3 den voll- 
ständigen Schnitt des Polardreiecks mit der Curve G = 0, für w = 4 den 
unvollständigen Schnitt des Polartelraeders mit der Fläche 6 = dar*). 

Die den Gleichungen (32.) entsprechenden Werthsysteme der x besitzen 
eine merkwürdige allgemeine Eigenschaft. Bezeichnen wir allgemein durch 
(J/* den Ausdruck 

so erhalten wir aus den Gleichungen (27.), indem wir von einem Werthsystem 
X zu einem benachbarten fortschreiten: 

/ ndm+m^S2 = 0, 

Bewegt man sich so fort, dass das System der x fortwährend der Gleichung 
ö = genügt, so reducirt sich die zweite Gleichung (34.) auf 

__rf^+,y__.^ = 0, 
so dass man aus dieser, zusammen mit der ersten Gleichung (34.), erhält: 

(35.) n.d-^^-^-m = 0. 

Für n = S und » = 4 erhält man hieraus die Tangente und Tangentenebene 



*) Es können in der That weitere Theile dieses Schnittes gefunden werden, von 
denen weiter unten die Bede ist. 
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der Curve oder Fläche G = dargestellt durch die Formel: 

(36.) n.:sx!^g~—^2:x:^ = o. 

Aber es ist oben gezeigt, dass für gewisse Systeme der x^ welche den 
Gleichungen F=0, G = gleichzeitig genügen, 12 einem vollständigen Quadrat 
gleich wird. Für diese Werthsysterae verschwindet also gleichzeitig 12 und 
SS2; und so wird die Gleichung (35.) oder (36.) illusorisch. 

Gehen wir daher in (34.) zu unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 
über, so erhalten wir, mit Hinweglassung der verschwindenden Terrae ß, d£i: 

-^dmdl+md-^r-'dX+mSd£2 = 0, 

was sich mit Hülfe der zweiten Gleichung (34.) auf 

dm = 

reducirt. Da nun für die betrachteten Funkte 

il = (aia^i + ajor^H l-«„a:„)^ 

so ist diese Gleichung, wenn man statt des Increments dx die Veränderliche 
X* setzt, nichts Anderes als 

(a,x;+cf2x;+...+«,X)' = 0, 

und so hat man den Satz: 

Für einen Theil derjenigen Werthsgsteme^ welche zugleich den Gleichungen 
F = 0, G = genügen , fallen diese beiden Gleichungen bis auf Grössen 
zweiter Ordnung inclusive zusammen. 

Für n = 3 ist dies der oben bereits bewiesene Satz : 

In den Schnittpunkten der Curee G = mit dem Polardreieck hat erstere 
RückkehrpunktCy deren Tangenten die Seiten des Polardreiecks sind; 

und für n = 4 findet sich der Satz : 

Die Schnittcureen der Fläche G = mit dem Polartetraeder sind zum 
Theil ebene Rückkehrcureen der Flächen ^ deren Tangentenebenen die 
Flächen des Polartetraeders selbst sind. 

Auf dieselbe Weise fortschreitend, wie im Anfange dieses §. begonnen 
wurde, gelangt man zur Bestimmung der Werthsysteme der x, für welche 
vier Lösungen des Problems zusammenfallen. Dies geschieht, wenn eines der 
folgenden beiden Systeme erfüllt ist: 
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1. 2. 

J = 0, 



i2 = 0, 



J+m£2 = 0, 



dJ , dii ^ dJ , dSi ^ 

Ö'^ , d'Si „ Ö>J , d'ii rt 

Man erkennt sofort, dass das zweite System auch für n = 4 nicht mehr er- 
füllbar ist. Das System 1. stellt für n — 4 nichts Anderes dar als die Schnitt- 
punkte der Curven, welche durch die Systeme (32.), (33.) gegeben sind. Ich 
komme auf dieselben später wieder zurück. 



§. 8. 

Wertfasysteme der x, für welche zweimal zwei Werthsysteme zusammenfallen. 

Diejenigen Werthsysteme der x, für welche zwei Wurzelpaare der 
gegebenen Gleichung zusammenfallen, sondern sich in drei Classen. Ent- 
weder kann für beide Wurzelpaare F, oder für beide G, oder für eines der- 
selben F, für das andere G verschwinden. Doch das letzte führt nur zum 
Theil auf Neues; ein anderer Theil dieser Systeme ist bereits in den Glei- 
chungen (32.) enthalten und gehört deswegen nicht hierher. 

Werthsysteme der ersten Classe erhält man, wenn zwei der linearen 
Factoren, aus deren Quadraten F durch Multiplication gebildet ist, gleichzeitig 
verschwinden. Für n = S und n = 4: erhält man also den Satz : 

Für die Ecken des Potardreiechs^ respectiee für die Punkte der Kanten des 
Polartetraeders y fallen zweimal zwei Lösungen des Problems zusammen. 
Für die zweite Classe von Werthsystemen sind die Gleichungen (30.) 
auf doppelte Weise erfüllbar. Für beide Werthe von l kann man dann die 
Gleichung (36.) bilden. Im Falle n = S hat man dann zwei Tangenten an 
6 = 0; diese Punkte werden also Doppelpunkte jener Curve. Für » = 4 hat 
man zwei Tangentenebenen; die betreffenden Punkte bilden also eine Doppel- 
curte f)on (? = 0. 

11* 
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Diese Werthsysteme sind ausserdem dadurch characterisirt, dass, wenn 
man G als Eliminationsdeterminante darstellt, nicht blos G sondern auch seine 
Unterdeterminanten verschwinden müssen, damit schliesslich die Bestimmung 
der i. nicht auf eine lineare Gleichung führe sondern auf eine quadratische. 
Für n = 3 und n = 4 werden dieselben leicht ermittelt. Sei zunächst n = 3. 
Die Benutzung der Gleichungen (6.) führt dann auf die Darstellung von G 
durch eine symmetrische Determinante: 

Sa"b"-2b"'a' 3a"b'-b"'a 2a'b'~b"a 

da" b' - b"'a 2a' b'- b"a + 3a"6 2a' b 

2a'b'-b"a 2a' b ba 



(38.) G = 



Soll nun nicht blqs G verschwinden sondern auch dessen Unterdeterminanten, 
so muss man drei Zahlen p, q, r so bestimmen können, dass 

( 3a"6"- 26'"«' = p\ 2a' b = qr, 

(39. ) ! 2a'b'- b"a + 3a"6 = q\ 2a' b'- b"a = pr, 

* ( ba = r\ 3a"b'-b"'a=pq. 

Hieraus bildet man leicht die Gleichungen: 

pipb'-qb"+ rb'") =0, p(ap-2a'q+ 3a"r) = 0, 

r{pb -qb'+rb") = 0, r{aq-2a'r) = 0. 

Da nun in (39.), wie man leicht sieht, weder p noch r verschwinden kann, 
so erhält man hieraus: 

(40.) p.q.r = b'" - b'b'" : b'b"- bb'" : b"- bb" , 

a:2a' : 3a" 

{b'b"'-b"y : {b'b"'-b"^){bb"'-b'b") : {bb"'-b'b'J- (b'b'"- b"^){bb"-b'^). 

Die Gleichungen (40".) stellen zwei Kegelschnitte dar, in deren Durchschnitt 
die fsier Doppelpunkte von G = liegen. 

Mit Hülfe der Gleichungen (39.) geht zugleich die biqnadratische 
Gleichung (3.) für l in die elegante Form über: 

(p + qi+riy = 0, 

oder in: 

b b' 1 

b' b" -l 

b" b'" l^ 



(40-.) 



= 



Die Wurzeln l bestimmen sich also für alle vier Doppelpunkte durch dieselben 



k 
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Werthe. Dies veranlasst zu einer allgemeinen Bemerkung. Für jeden Werth 
von n giebt es 2"""* Werlhsysteme der Xy welche dieselbe Gleichung für x 
ergeben : es sind dieses die Systeme, welche man erhält, wenn man die Ver- 
hältnisse der a bestimmten Werthen gleich setzt. In dem Problem der Nor- 
malen hat man so stets 4, respective 8 Punkte; es sind die in den ver- 
schiedenen Räumen des Coordinatensystems analog gelegenen. 

Auch wenn w = 4, wurde oben G als Eliminationsresultante dreier qua- 
dratischen Gleichungen dargestellt (11.)? deren eine die folgende ist: 

(41.) A+2A,m + A2m' = 0. 

Man kann nun zur Aufsuchung der fraglichen Werthsysteme sich wieder des 
Mittels bedienen, die ünterdelerminanten von G verschwinden zu lassen. Be- 
quemer führt hier die Betrachtung zum Ziel, dass dann die quadratische Glei- 
chung (41.) in der cubischen Gleichung 

B+SB.m+dB^m' + B.m' = 
als Factor enthalten sein müsse. Setzt man also: , 

B + 3Bim+SB,m'+B,m' = (^p + qm){A + 2Aim+A2m'), 
so ergeben sich die Bedingungen: 

B = pA, 
SB, = 2pA,+ qA, 
35, = pA2+2qA,, 
B3 = qA^. 

Dies führt durch Elimination der p, q sofort auf die Gleichungen 

( P = Bi4Al-AA,)-6B,AA, + 3B2A' = 0, 
f Q = 2BA,A2-SBiAA2+B,A^ = 0, 

die Gleichungen eon Oberflächen eierter und sechster Ordnung ^ deren Durch- 
schnitt die Doppelcurve vier und zwanzigsten Grades der Fläche 6 = liefert. 

Drückt man die Unterdeterminanten von (41.), was sehr leicht ist, 
durch P und Q aus, so ergiebt sich für G der folgende sehr merkwürdige 

Ausdruck : 

(43.) A\G = A2p'-2A,QP+AQ\ 

welcher die Existenz der Doppelcurve P = 0, ^ = auf der Fläche G = 
durch den blossen Anblick sofort nachweist. 

Die Schnittcurve der Flächen P = 0, ^ = hat noch eine andere be- 
merkenswerthe Eigenschaft. Denn da nach (43.) auch 

A'G = {AQ-APf+iAA^-ADF", 
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so zeigt sich, dass die Schnittcmre P = 0, ^ = mit derjenigen Curee, in 
der die Fläche (14.) AA2—Äi=^0 die Fläche G = berührt, auf einer eine- 
iigen Fläche sechster Ordnung 

AQ-AiP = 

enthalten ist. 

§. 9. 
Schnitt der Fläche G = mit dem Polartetraeder. 

Die dritte Art von Werthsystemen , für welche zwei Wurzelpaare 
zusammenfallen, bildet mit den aus (32.) bestimmten Systemen zusammen für 
n = 4 (was hier statt einer allgemeinen Zahl n allein betrachtet werden mag) 
den vollständigen Durchschnitt des Polartetraeders mit 6 = 0. Derselbe zerfällt 
also in vier Paare von ebenen Curven, deren immer eine eine Rfickkehrcurve 
der Fläche ist. 

Um die zweite Art von Curven zuerst zu bestimmen, hat man neben 
j = 0, i2 = aus (32.) 

^^^'^ dl ev dv dl - "• 

Ist daher l eine Wurzel von J==0^ so dass i2 in rj^ übergeht > so erhält 

man ausser der Gleichung ^ = 0, welche eine Fläche des Polartetraeders 

darstellt, in (44.) die Gleichung einer Fläche zweiler Ordnung. Die eier 

RUckkehrcureen sind also Kegelschnitte. 

Hingegen erhält man die anderen Curven, indem man die Gleichungen, 

aus denen G = fliesst : 

J+mn = 0, 

(45.) { "öT^^ "öT - ^'' 

dl' "^^ dV "" " 

mit den Gleichungen J' = 0^ i2' = verbindet, wo in den letzteren l' an die 
Stelle von l gesetzt, und l' von l verschieden ist. Setzt man sodann 

^ = —. TT- ü i^ = 



so folgen aus den Gleichungen (45.) auch die folgenden: 

J+mJI = 0, 

dJ , dH ^ 

"dT+'^-dT = "' 
d'J , d*Jl ^ 
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Diese Gleichungen haben genan den Character derjenigen, durch welche bei 
« = 3 die Curve 6 = bestimmt wurde; das Resultat der Elimination ist 
also eine Fläche sechster Classe^ welche eon der Ebene ?j = in der frag-- 
liehen Curee geschnitten wird. 

Die vier Curven sechster Ordnung, für deren Punkte also zweimal zwei 
Wurzeln l zusammenfallen, stehen mit den vier Rackkehrcurven , den oben 
erhaltenen Kegelschnitten, in einer einfachen Verbindung. Jede der vier 
Curven sechster Ordnung trifft die drei Rflckkehrcurven, welche nicht in ihrer 
eigenen Ebene liegen, in je zwei Punkten; in den Punkten nämlich, in welchen 
die Gleichungen 

(45-.) ^ = 0, ^2^ = 0, ^ = 0, ^ = 0, :^«-f -^ = 

gleichzeitig bestehen. Wegen der Gleichungen i2' = 0, £2 = liegen diese 
Punkte auf den Kanten des Polartetraeders; und weil die Kegelschnitte Rück- 
kehrcurven der Fläche (? = mit den Flächen rj als Tangentenebenen sind, 
so hat jede der Curven sechster Ordnung auf diese Weise sechs Rückkehr- 
punkte y deren Tangenten drei Kanten des Polartetraeders sind, und welche 
zu zwei mai zwei auf den sechs Kegelschnitten liegen. 

Jede der vier Curven sechster Ordnung hat vier Doppelpunkte, wie 
dies bei » = 3 für die Curve 6 = nachgewiesen wurde ; dieselben sind 
offenbar Durchschnittspunkte der Doppelcurve P = 0, ^ = mit der ent- 
sprechenden Fläche des Polartetraeders. Man sieht dies direct ein, indem 
man erwägt, dass die Punkte jener Doppelcurve dadurch definirt sind, dass 
für sie die Gleichungen 

J+mn = 0, 

+ ^-3Tr = 



ör ^'" dV 

durch zwei verschiedene Werthsysteme der k, m erfüllbar sind; während die 
hier betrachteten Doppelpunkte ebenderselben Bedingung genügen, unter Hin- 
zunahme der Gleichungen J^ = 0, i2' = 0. 

Ebenso gehören zu dem Schnitt einer Fläche des Polartetraeders und 
der Doppelcurve die 12 Punkte, in welchen sich die betreffende Curve sechster 
Ordnung mit dem entsprechenden Kegelschnitt trifft. Für diese Punkte nämlich 
bestehen die Gleichungen (45.) abermals für zwei Werthsysteme ky m, und 



V 
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aiii^serdem noch die Gleichnnsen J = 0. /2 = 0. in denen a einen der beiden 
tredachten Werthe selbst annimmt: wodorch die Bedingungen der Doppelcnrve 
zugleich erfüllt sind. 

Man kann leicht sehen, dass aof keine andere Weise Schnittpunkte 
der Doppetcurve mit dem Polartetraeder aufzustellen sind. Sonach würden 
die Flächen des Tetraeders die Curve P = 0. Q = vom vier und zwanzigsten 
Grade nur in 1 6 Punkten schneiden. Aber dies Dilemma löst sich, wenn man 
die 12 Schnittpunkte einer Curve sechster Ordnung mit dem betreffenden Kegel- 
schnitt untersucht. Für diese Schnittpunkte bestehen folgende Gleichungen: 

/c'J £!^_o r <• c'i2- est c'J- ^ 

loh werdo au$ die^i^^n Gleidiansen die Schniltpunkle dadnrrh bestimmen, dass 
ich die Coeflieienlen von ii elininire. and in einer cobisrben Gleichung für 
A ft>hn^\ dert^n \VuraeIn. in die obüeen Gleichungen ein|reseUI. drei Kegel- 
scluulle er^'^btMU die mit dem gegebenen Kegelschnitt sich in den 12 gesuchten 
Tunkten durchschneiden. Sei lu diesem Ende r = i— ä': dann ist nach der 
Definition: 



/ ' Nlii 



ri' 1.3 ci" 1.2.3 cA" I.2JJ.4 cl'* 



.Vus dieser identischen Gleichung hat man durch Umkehnug: 





^.i-r mir 


» vi'* 


Cl 


. VJ" i mSV 
* , A" 


7V 



— ( 



I cl '1.2 61* 1.2.3 61' 

t 6\J^mä i' 6\l^mä 
I 6V +1.2 61' ' 

6'.'j-\-mSi 



\ 



oder wegt»n der Gleichungen (46.): 

v.J'+mSi' «' 6*.J+mQ _ _. , 

öl' ~ 6 6k' ~ ' 

rl" . ) ^ — ^p = ' ^p = o6«% 
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Setzt man dies in die letzte Gleichung (46.) ein, indem man derselben die 

Gestalt giebt: 

d^ fd'J' , d'Si'\ d'J'^d/f , dii' \ 
dl' \ eX'* "^ "* dk" ) dX" v ÖA' "^ "* dX' ) ' 

SO erhält man sofort die cubische Gleichung: 

Da diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so fallen viermal zwei von 
den 12 Schnittpunkten zusammen, und man hat den Satz: 

Jede der eier Cureen sechster Ordnung berührt den ihr entsprechenden 
Kegelschnitt in f>ier verschiedenen Punkten^ in denen beide auch f)on der 
Doppelcurve berührt werden. 
Von diesen vier Berührungspunkten ist offenbar jeder als doppelter Schnitt- 
punkt der Polartetraederflächen mit der Doppelcurve aufzufassen. Die andern 
vier Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Curve sechster Ordnung sind 
aber, da in ihnen die Doppelcurve nicht den Kegelschnitt tangirt, offenbar 
Räckkehrpunkte der Doppelcurve und so als dreifache Schnittpunkte zu rech- 
nen, wodurch denn auch die richtige Zahl von Schnittpunkten 4 + 4.2 + 4.3=24 
erreicht wird. Und man hat den Satz: 

Die Doppelcuree wird <?o« jeder Seitenfläche des Polar tetraeders in vier 
Punkten berührt. Sie hat ausserdem 16 Rückkehrpunkte , deren immer 
eier in einer Fläche des Polartetraeders liegen^ mit dieser Fläche als gre- 
meinsamer Tangentenebene, 

§. 10. 

Von acht Kegelschnitten; welche anf der Fläche 6 = liegen^ und den acht 

Ebenen, in welchen sich dieselben befinden. 

Ausser den Rückkehrcurven giebt es noch andere Curven, fär deren 
Punkte drei Wurzeln l zusammenfallen. Dieselben sind durch die Gleichun- 
gen (33.) bestimmt, oder dadurch, dass der Ausdruck ^+mi2 fQr dieselben 
ein vollständiges Biquadrat wird. Setzen wir also, um diese zu finden: 

(47.) J+mil = {p + ql)\ 

Es seien A', Ä", A"', i"" die Wurzeln von ^ = 0, und die entsprechenden 
Werthe von i2 seien rf^^ r{''^^ ly'"^ i?""^. Führt man die angegebenen Werthe 
far l. in (47.) ein, so hat man sofort: 
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(48.) 



VV"» = ip+gn\ 

rj'ym = {p + ql"')\ 
r,""^m = ip + ql"")\ 
wo für die Vorzeichen der tj alle beliebige Combinationen gewählt werden 
können. Die Elimination von p"^, 2pq, ^ aus den Gleichungen (48.) führt 
dann zunächst auf die Gleichung: 

l' 

X" 
X'" 



(49.) 



n 



jt 



jii 



V 



tttt 



1 
1 
1 
1 



,l>3 



X- 



= 0, 



welche, indem man den t] alle möglichen Vorzeichen ertheilt, acht verschie- 
dene Ebenen darstellt, in welchen die betreffenden Punkte acht verschiedene 
Curven bilden. Bezeichnet man ferner durch t, k, h irgend drei der Indices 
1, 2, 3, 4, so bildet man aus (48.) leicht auch die Gleichung: 



>V'^ 


1 


A('"> 


M^ 


1 


i(*) 


y^(A) 


1 


Ä(*J 



= 0, 



oder 



,(0-^ (i(*)_ iih)y_ 2rf^^ri^^^ (i^'^- i W)^ (i<'>- l^^^J 
4. ^(Ä) '(i(0 _ ;l(*))*- 2^^'\^*> (i^^^- k^'^)\k^^^ -A<*>)= 



= 0. 



Dies ist die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, welcher seine Spitze 
in einer Ecke des Polartetraeders hat (ij<'^=0, i;^*>=0, i;^*^=0), und welcher 
durch alle Punkte hindurchgeht, welche in zweien der Ebenen (49.) liegen: 
denjenigen nämlich, die nur durch das Vorzeichen des vierten t] unterschieden 
sind. So hat man den Satz: 

Ausser den Rückkehrcurven existiren auf der Fläche G = noch acht 
Kegelschnitte, für deren Punkte drei Wurzeln X zusammenfallen; eon den 
acht Ebenen derselben schneiden sich mermcd zwei in jeder Fläche des 
Tetraeders, und die in zwei solchen Flächen enthaltenen KegelsehniUe 
liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung, dessen Spitze die gegenüber- 
liegende Ecke des Tetraeders ist, so dass van jeder Ecke des Tetraeders 
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eier Kegel ausgehen, und dass jeder Kegelschnitt in vier Kegeln enthalten 
ist, deren Spitzen in den mer verschiedenen Ecken des Tetraeders liegen. 
Die gegenseitige Lage der acht Ebenen ist dadurch ausgesprochen, dass 
sie sämmtlich in dem Schema 

enthalten sind, wo die E lineare Ausdrücke in den x bedeuten und von den 
Tj nur durch constante Factoren verschieden sind. Die gegenseitige Abhängig- 
keit solcher acht Ebenen kann man sich auf folgende Art versinnlichen. Gehe 
man von irgend einer der acht Ebenen aus und betrachte die vier Geraden, 
in welchen sie die Seiten des Tetraeders schneidet. Durch eine solche Gerade 
führe man eine Ebene, welche zugleich durch die gegenüberliegende Tetraeder- 
ecke geht. Zu den drei Ebenen, welche durch diese Gerade gehen, suche 
man die vierte harmonische; die vier Ebenen, zu welchen man auf diese 
Weise gelangt, gehören ebenfalls dem System an. Sodann verbinde man die 
Schnittpunkte der erstgedachten Ebene mit zwei gegenüberliegenden Kanten 
des Tetraeders durch eine Gerade, und lege durch dieselbe zwei Ebenen, 
deren jede durch eine jener beiden Tetraederkanten hindurchgeht. Auf diese 
Weise hat man drei Gerade, durch deren jede drei Ebenen gehen; sucht man 
wieder jedesmal die vierte harmonische, so erhält man die drei Ebenen, welche 
das System vervollständigen. 

Diese acht Ebenen haben eine merkwürdige allgemeine Bedeutung. 
Man kann nämlich offenbar die Gleichung (49.) als die Bedingung dafür be- 
trachten, dass die Gleichung J+mQ = zwei Paar gleicher Wurzeln besitze. 
In der That hat man dann 

(50.) J+mn = (p + 2qk+rl'')\ 

woraus sich ganz auf dem oben benutzten Wege die Gleichung (49.) ableiten lässt. 
Es war aber jede Doppelwurzel dieser Gleichung eine Wurzel der Gleichung 

Auf diese Weise hat man also zwei Wurzeln dieser Gleichung, welche 
demselben m entsprechen, oder mit anderen Worten, die transformirte Glei- 
chung in m besitzt zwei gleiche Wurzeln, ohne dass die gegebene Gleichung 
deren hat. Und so ergiebt sich das Theorem: 

Für alle Punkte der acht Ebenen (49.) ist das Problem algebraisch lösbar, 
indem sbwei Wuneln m in (13.) gleich werden, ohne dass die entsprechen- 
den X einander gleich sind. 

12* 



92 Clebsch, Problem der Normalen für Curten und Flächen :&weUer Ordnung. 

Die acht Kegelschnitte haben in ihrer gegenseitigen Lage noch weitere 
Besonderheiten. Betrachten wir zwei der acht Ebenen, welche sich in einer 
Ebene rj schneiden. Da die auf ihnen liegenden Kegelschnitte einem Kegel 
angehören, so folgt sofort, dass beide Kegelschnitte sich in zwei Punkten 
schneiden, welche in der betreffenden Ebene t] liegen. Aber bestimmt man 
ihre Coordinaten aus (48.), indem man dasjenige tj verschwinden lässt, durch 
dessen Vorzeichen allein die Gleichungen beider Ebenen sich unterscheiden, 
so ergeben sich für die anderen rj aus (48.) eindeutige Verhältnisse. Beide 
Schnittpunkte fallen also ztsammen, und man hat den Satz: 

Von den acht Kegelschnitten berühren sich eiermal zwei in jeder Tetraeder- 
seitCy so dass jeder Kegelschnitt sämmtliche Flächen berührt. 

Die eier Berührungspunkte ^ welche so auf jeder Tetraederseite ent-- 
stehen^ sind dieselben ^ in welchen die entsprechende Curee sechster Ordnung 
den mit ihr in einer Ebene liegenden Rückkehrkegelschnitt berührt. Denn in 
der That folgt aus den Gleichungen (46.) und (46°.), wenn man f = setzt, 
wie für jene Punkte geschehen muss, dass gleichzeitig: 

was in der That auch zeigt, dass jene Punkte den acht Kegelschnitten ange- 
hören, indem sie die Bedingungen (33.) erfüllen. 

Diese Gleichungen aber sind zugleich keine anderen als die Gleichun- 
gen (37.) 1. Auch folgt sofort, dass jene Gleichungen keine anderen Punkte 
darstellen können; denn denkt man sich eine Wurzelyon /i' = in die übrigen 
Gleichungen eingesetzt, so erhält man aus i2' = die Gleichungen ri' = 0^ 
und die anderen bestimmen auf lineare Weise die Verhältnisse von a, ai^ Oi 
oder zwei Kegelschnitte. In jeder Ebene rj liegen also nur vier Punkte dieser 
Art; und so hat man den Satz: 

Es giebt 16 Punkte^ für welche mer Lösungen des Problems zusammen-- 
faüen. Von denselben liegen je vier in jeder Seite des Tetraeders, und 
sie sind die Berührungspunkte jedes Rückkehrkegelschnitts mit der be- 
treffenden Curve sechster Ordnung. 

Man' überzeugt sich leicht, dass wirklich auch in diesen Punkten die 
Kegelschnitte mit den Rückkehrcurven eine Berührung haben. Bestimmt man 
nämlich die Richtung des Elements, so findet sich, mit Beibehaltung der in 
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§. 7 angewandten Bezeichnungen, für die Rückkehrcurven aus (32.) : 
für die Kegelschnitte aber ans (33.): 

was für i2 = mit den obigen Gleichungen identisch wird. Man hat also 

den weiteren Satz: 

Die f>ier Geraden^ in denen sich auf einer Tetraederseite immer ztcei der 
acht Ebenen schneiden^ und immer zwei der ctcht Kegelschnitte berühren^ 
sind Tangenten der Rückkehrcuree in den Berührungspunkten derselben 
mit der betreffenden Curee sechster Ordnung und mit der Doppelcurre, 

§. 11. 

Punkte, für welche dreimal zwei, und Punkte, für welche zwei und drei Lösungen 
zusammenfallen. Schnitt der acht Ebenen mit der Fläche 6 = 0. 

Diejenigen Punkte, in welchen dreimal zwei Wurzeln der gegebenen 
Gleichung zusammenfallen, liegen nothwendig auf der Fläche 6 = oder auf 
dem Polartetraeder. Wenn sie nur auf der ersteren Fläche liegen sollen, und 
nicht auf dem letzteren, so muss auch die Gleichung in m drei Paar gleicher 
Wurzeln zulassen. Da nun die gleichen Wurzeln, welche Punkten der Fläche 
(r = entsprechen, überhaupt aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

A-\'2Aim+A2m' = 0, 

B+SB,m+SB2m'+B^m^ = 
gefunden wurden, so könnte dies auf dreifache Weise nur dann geschehen, 
wenn sämmtliche Coefücienten der ersten Gleichung Null wären. Da aber 
unter denselben sich der constante Coefücient A befindet, so tritt dies im All- 
gemeinen nicht ein. Die betreifenden Punkte müssen also auf dem Polar- 
tetraeder liegen, und sind also entweder die Ecken desselben, für welche in 
der That drei Wurzeln von J = Doppelwurzeln der Gleichung sechsten 
Grades sind, oder die Schnittpunkte seiner Kanten mit G = 0, oder endlich 
die Schnittpunkte seiner Flächen mit der Doppelcurve. Inzwischen schneiden 
nach dem Vorigen die Kanten des Tetraedes die Fläche G = nicht, sondern 
berühren sie in je vier Punkten dreipunktig; und es ist oben gezeigt, dass 
diese Punkte durch die Gleichungen (45°.) definirt werden, so dass für dieselbe 
eine Wurzel von J =^0 Doppelwurzel, eine andere eine dreifache wird. In 
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diesen Punkten sind also nicht dreimal xwei Wurzeln gleich, sondern einmal 
zwei und einmal drei. So bleiben nur die Schniltpunkte der Flächen mit 
der Doppeicurve übrig. Hier sind wieder die Punkte auszuschliessen, in 
welchen die Doppeicurve von den Tetraederflachen berührt wird, und für 
welche nach dem Vorigen vier Wurzeln des Problems zusammenfallen; ebenso 
die Punkte, in welchen die Rückkehrcurven von den entsprechenden Curven 
sechster Ordnung geschnitten werden, und fär welche nach den Gleichungen 
,46.. Ä und l' verschieden angenommen, eine Doppel würzet neben einer drei- 
fachen auftritt. Es bleiben also nur die Doppelpunkte der Curven sechster 
Ordnung übrig: und dies giebl den Satz: 

Es giebt 20 Pnnkte^ flir die dreimai siret Lösungen des Problems «f»am- 
meufaUen, Vier dieser Punkte sind die Ecken des Tetraeders: die übrigen 
liegen sn rier auf den rier Fläeken desselben^ und sind die Doppelpunkte 
der Curren seekster Ordnung. 

In diesen Betrachtunsren ist man endlich bereits auf die letzte Classe 
von besondem Punkten gefithrt worden, welche hier zu behandeln ist, für die 
nümlich einmal zwei, und ausserdem noch drei Lösungen des Problems zu- 
sammenfallen. Diese Punkte liegen einerseits nothwendig auf den Bückkehr- 
ourven oder auf einem der acht Kegelschnilte: andererseits nothwendig auf der 
Doppeicurve oder auf den Curven sechster Ordnung oder auf den Tetraeder- 
kanton. Geht man indessen diese Combinalionen durch, so findet sich, dass 
hieher nur die oben erwähnten Punkte gehören können, in denen die Bück- 
kehrcurven. die Curven sechsler Ordnung, die Kegelschnitte und die Doppei- 
curve sich berührten, sowie ausserdem etwaige andere Durchschnitte der 
Doppt^curve mit den acht Kegelschnitten. Solche Durchschnittspunkte müssen 
wirklich exisliren. Denn joile der acht Ebenen schneidet die Flficke 6 = 
noch in einer weitert^n Curve ; und die Durchschniltspunkte derselben mit dem 
Kotfolscliuiti müssen auf der Doppeicurve liegen. 

Tni sich diese VerhAllnisse deutlich zu machen, kann man folgenden 
\> t^tf einschlagen. Aus v^tVl erhält man. für verschiedene der acht Ebenen 
nur verschiedene Vorieichen der Quadratwurzeln gesetzt, folgende Gleichungen, 
WMH deuten die Gleichung v*!^«^ sofort durch Elimination hervorgeht: 

#/,!» p^2qV+rk'\ 
^r]m - p+2qV'+rl"\ 
Tl« - p + 2qX"'+rX'''\ 
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In Folge dieser Gleichungen kann man p, q, r als die Coordinaten eines Punktes 
in einer der acht Ebenen ansehen y bezogen auf ein in jener Ebene liegendes 
Coordinatensystem. Untersuchen wir nun den Schnitt einer solchen Ebene mit 
G = 0, Zunächst erhält man den betreffenden Kegelschnitt, wenn der Aus- 
druck {p + 2q + rl'^y ein Biquadrat wird, also wenn 

(51.) pr-q'^^O^D. 

Dies ist daher die Gleichung des Kegelschnitts selbst. Die Linien p = 0. q = 
sind Tangenten desselben, q = die Verbindungslinie ihrer Berfihrungspunkte. 
Aus der identischen Gleichung 

{p + 2ql+rl'){p + 2q^t + r^l')--{p + q{l•\-u) + rl,ty = (pr-9^)(A-a)^ 

folgt sofort, dass der Kegelschnitt auch von den vier Geraden berührt wird, 
in denen seine Ebene die Tetraederebenen schneidet; wie oben anders ge- 
zeigt wurde. 

Im Allgemeinen findet man den Schnitt der betrachteten Ebene mit 
(? = 0, wenn man die Forderung stellt, dass für einen gewissen Werth von 

m' die Gleichung 

(52.) J+m'n = 

drei gleiche Wurzeln haben solle. Nach dem Obigen ist für die betrachtete 

Ebene identisch 

J+mSl = (p-^2ql+rl''y', 

und dadurch geht (52.) über in 

(53.) J'^Sx{p + 2ql + riy = 0, 
m' 

wenn man Sx = r setzt. Sollen drei Wurzeln dieser Gleichung gleich 

sein, so müssen beide Invarianten derselben verschwinden. Da nun die 
Coefficienten der Gleichung sind: 

b+Sxp\ b'+Sxpq, b"+x{pr+2q^), b'" + Sxqr, b"" + 3xr', 
so sind die betreffenden Invarianten: 

t = ib + 3xp^){b'"'+dxf^)-A(b'+dxpq){b'''+dxqr)+S{^^^^ 

b + 3;f/ b'+ Sxpq b"+x {pr+2q^) 

b'+3xpq b"+x{pr+2q') b'"+2xqr 

b"+x{pr+2q') b'^'+dxqr 6""+3xr^ 

oder 

(55.) I • = A+2A.X+A,«», 



(54.) 
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wo: 



A 
2A. 

A, 
B 



(56.) 



bb""-U'b"'+^b"-' = A, 

S[br'-U'qr+2b"(pr+2q^)-U"'pq + b"y] = SM, 
i2{pr-qy==i2D\ 

bb"b"" + 2b'b"b"' - bb"" - b""b"- b'" = B, 
b b' b" p 



3B, = -3 



b' b" b'" q 
b" b'" b"" r 
p q r 



+{pr-q'').A = -S0-\-AD, 



(57.) 



Mit Einfahrung der Formen M, ergeben sich also folgende Ausdrücke fär 
die Gleichungen t = 0, j = 0: 

i = ^ + 3Afx + 12DV = 0, 

j = B+{AD-Se)x+WM)('+9D')^ = 0. 

Eiiminirt man aus beiden Gleichungen ;; (nach der gewöhnlichen Methode, 
ohne auf die besondere Beschaffenheit der Coefficienten Räcksicht zu nehmen), 
so erhält man die gesuchte Gleichung des Schnitts: 

AW-3Ae-3BM SADM-i2BD^ 9D'A 

AB AD -126 3DM 

A dM 12Z>* 



D\ 



= 0. 



Den zweiten Factor erhält man in besserer Gestalt, wenn man auf die Be- 
schaffenheit der letzten CoefBcienten Rücksicht nimmt, und zunächst die qua- 
dratische Gleichung 

(58.) 4j-3Di = AB^{AD-\26)x^-WMie = 

bildet. Aus dieser Gleichung und 1 = folgt dann: 

= /).[4(125if-^2Z)+12^0).(4AD'-48/)0~3ir)-Z).(165Z)--^ilff ], 

so dass die vollständige Gleichung des Schnitts ist: 

= D\xp, 

wo v^=:0 die folgende Curve sechster Ordnung bedeutet: 

(59.) v^ = = 4(12ßJIf-i4^Z)+12^0)(4^Z)'-48Z)0-3Jlf')-Z)(165D-ylJlf )^ 
Dies fflhrt sofort zu folgendem merkwflrdigen Satz: 
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Jede der acht Ebenen berührt die Fläche G = längs des in ihr liegenden 
Kegelschnitts y und diese Berührung ist t)on der zweiten Ordnung. 
Setzt man in (59.) D = 0, so erhält man : 

= M\BM+Ae), 

Dies zeigt die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Die Curve sechster Ordnung, welche mit jedem Kegelschnitt in einer 

Ebene liegt, berührt denselben in eier Punkten und schneidet ihn in mer 

anderen. 

Die ersten vier Punkte liegen auf ^=0. Man sieht leicht, dass dies die 

vier Punkte sind, in denen auch das Tetraeder berührt wird; denn if = 

wird durch die Annahme -^ = -^ = — A^'^ identisch erfällt. Die letzteren vier 

q r 

Punkte aber geben den Satz: 

Es giebt 72 Punkte, für welche einmal zwei und einmal drei Wurzeln 
des Problems zusammenfallen. Dies sind erstlich die 24 Punkte, in wel- 
chen die auf den Tetraeder flächen gelegenen Cureen sechster Ordnung 
von den Tetraederkanten berührt werden; zweitens die 16 Punkte, in 
denen jene Cureen sich mit den entsprechenden Rückkehrkegelschnitten 
durchschneiden; drittens die 32 Punkte, in denen die acht Berührungs- 
kegelschnitte f)on den in ihren Ebenen liegenden Curven geschnitten 
werden. 
Die letzteren Punkte kann man noch auf folgende andere Weise finden. Für die- 
selben bestehen wegen der Kegelschnitte, auf denen sie liegen, die Gleichungen: 

(60.) J+mn=^0, -^+m-^ = 0, ^+m^ = 0, ^+m-^ = 0; 

ausserdem aber wegen der Doppelcurve noch die Gleichungen 

(61.) J+mSd: = {)^ "öF+^"5F'^"' "äX^"^^ "öX^ "' 

wo m', Ü von m, l verschieden sind. Inzwischen folgen aus (60.) für jeden 
Werth von Ü die Gleichungen: 

J'+mm = (^+ffl>Q)+ ^'7^ g(^+mfl) _^^^^ ^ (A'-A)*.6, 

mfh 

Dies in die Gleichungen (61 .) eingeführt, giebt, wenn man — -—j = x setzt : 
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j'+ xß'-xy = 0, 

(62.) 1^+ 4x(i'-A)' = 0, 



und daher: 



Ar 

Wenn man für k' wieder -7- einführt, so verwandelt sich dies in 



ÖV öV 






Es ist also -T ^<Vie Wurzel der Determinante eon J. Hat man die vier 

Wurzeln dieser Gleichung gefunden, so findet sich aus (62.) l und aus (60.) 
oder (61.) die Verhältnisse von a, cl^ a*\ a'". Man erhält also jedem A' ent- 
sprechend 8 Punkte, welche sich als die Schnittpunkte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung darstellen. An Stelle einer dieser Oberflächen kann man 
auch die passenden der acht Ebenen E treten lassen. 

Die Curven sechster Ordnung, welche in den Ebenen der acht Kegel- 
schnitte liegen, haben immer je vier Doppelpunkte. Dieselben findet man leicht 
aus (59.); indem man nämlich die beiden quadratischen Gleichungen (57.), 
(58.) der Bedingung unterwirft, zwei gemeinsame Wurzeln zuzulassen, erhält 
man die Bedingungen: 

4ß : ^ = JZ)-120 : 3if = ilf : AD 
oder 

165Z)-^if=0, A^D-\2AQ-\2MB==0, iAD^-iSOD-SM' = 0. 

Es verschwinden also sfimmtliche eingeklammerte Grössen in % und jedes 
Glied desselben enthält zwei verschwindende Factoren. Man erhält demnach 
vier Doppelpunkte in den Durchschnittspunkten der beiden Kegelschnitte: 

16BD-MA = 0, A'D-i20A^-i2MB = 0. 

Dieselben vervollständigen das Punktsystem, in welchem jede der acht Ebenen 
die Doppelcurve trifft. Von solchen 24 Punkten fallen viermal zwei in die 
Berührungspunkte mit den Rückkehrcurven zusammen; vier weitere sind die 
Schnittpunkte jedes Kegelschnitts mit der entsprechenden Curve sechster Ord- 
nung; die letzten sind die Doppelpunkte der letzteren Curven. Aber die ersteren 
vier sind dreifach zu rechnen, da die Ebene in den Kegelschnitten die Fläche, 
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mithin auch die Doppelcurve in jenen Punkten dreipunhtig berührt; so dass 
dann die Zahl 24 wirklich erreicht wird. 

Weitere bemerkenswerthe Punkte dieser Curven sechster Ordnung, 
welche man leicht findet, sind die, in welchen sie die in den Tetraederflächen 
liegenden Curven sechster Ordnung treffen. Diese liegen zugleich immer auf 
der gemeinsamen Tangente beider Curven, welche den Schnitt einer der acht 
Ebenen mit einer Tetraederfläche bildet. Es giebt derselben offenbar vier 
zwischen jeder Curve sechster Ordnung der einen und jeder der anderen Art. 

§. 12. 

Von dem Kegel zweiter Ordnung, auf welchem die von x nach den 

6 Funkten X gezogenen Geraden liegen. 

Ich komme noch auf eine allgemeine Eigenschaft, welche den Lösungen 

des zuletzt behandelten Problems zukommt. 

Die sechs Geraden ^ welche von dem Punkte x nach det^ sechs Punkten 
X, den Lösungen des Problems, gezogen werden, liegen immer in einem 
Kegel zweiter Ordnung^), 

In der That, da für die Punkte X die Gleichungen statt finden: 

SO genflgen jene Punkte offenbar der Gleichung: 

Ui Vi Ml €?j 



(63.) if = 



u. 


Vi Ui t>2 


u. 


V3 ih «3 


u. 


Vt «4 »4 



= 0. 



Dies ist eine Oberfläche zweiter Ordnung, auf welcher sämmtliche Punkte X 
liegen. Aber setzt man X=x, so werden zweimal zwei Reiben der Deter- 
minante K einander gleich, und also verschwindet nicht Mos K sondern auch 
dessen Differentialquotienten. Die Gleichung K=:0 stellt also einen Kegel 
dar, dessen Spitze in x liegt, was zu beweisen war. 

Der gedachte Kegel geht durch die Ecken des Polartetraeders, 
Denn rückt X in eine solche Ecke, so wird nach der Definition jener Punkte 

*) Für das Normalenproblem ist dieser Satz von Terquem gegeben. Vergleiche 
diescB Journal Bd. 49, p. äß. 

13* 
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WO — eine Wurzel von J = bedeutet. Es werden also zwei Reihen von 

K proportional und K verschwindet. 

Rückt X auf einer Geraden fort, tt eiche nach einer Ecke des Te- 
traeders gerichtet ist, so schneiden die entsprechenden Kegel die gegenr- 
überliegende Seite des Tetraeders in ein und demselben Kegelschnitt, und 
eine gewisse durch jene Ecke gehende Ebene ist gemeinsame Tangenten- 
ebene derselben. 

Bezeichnet man durch x eine Tetraederecke, so hat man, um aus K 

das angeführte Kegelsystem zu finden, nur x+qx an Stelle von x zu setzen, 
wo (f eine beliebige Grösse ist. Der Ausdruck K=0 nimmt dann folgende 
Gestalt an, in welcher der Kürze wegen nur immer eine Reihe der Deter- 
minanten hingeschrieben ist: 

Aber der letzte Term verschwindet wegen der die Tetraederecke definirenden 

Gleichungen __ ^ 

^64.) iif,+.ii^ = 0. 

Es schneiden sich also simmtliche Kegel des Systems in derselben Curve, 
der Schnittcurve der Flftchen« welche man erhSlt, indem man den ersten Term 
und den CoefRcienlen von (i gleichzeitig verschwinden ISsst. Nimmt man nun 
die Gleichung in der ursprünglichen Form: 

(65.) = \u,, i;-,%+ei^,r;+e7^- 

multiplicirt die einielneu Reihen der Determinante mit x; und addirt, so er- 
hAlt man die Reihe: 

-T Ui Xi, -T ] ) X, , -Tn: X. -r e - «f, Xi , -Tr, x, -f- q -Tr.- x, 
oder 

^UiXi, ^tiXi, -rfl,(X; + pX;), ^niXi-i-^Xi). 

In der TetraederflSche , welche x gegenüberliegt, und welche zu^eich die 
Polare dieses Punktes für tf und r ist, verschwinden die ersten beiden 
Tenne; die anderen beiden kann man durch passende Wahl tob p wegen 
der Gleichungen (64.) ebenfalls gleichzeitig verschwinden machen. Führt 
man also diesen Werth von q in (65.) ein, so zerfallt der Kegel in zwei 
Ebenen, deren eine die Gleichung 

-r% A; = oder J^r) JT, = 
hat und also eine Tetraederseite ist, und eine andere, welche, wie man leicht 
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a priori schliesst, nur die Ebene sein kann, welche durch x und die Tetraeder- 
ecke gehend, die Schnittcurve der Tetraederfläche mit K=0 berührt. Oder 
vielmehr, da diese Schnittcurve noth wendig einen Theil des gemeinsamen 
Durchschnitts jenes Kegelsystems ausmacht, kann der Rest jenes Durchschnitts 
nur in der doppelt gerechneten Geraden bestehen, in welcher die andere Ebene 
das Kegelsystem dann nothwendig berührt. 

Im Problem der Nomuüen liegen also die sechs an eine Fläche zweiter 
Ordnung gezogenen Normalen in einem Kegel, welcher durch den. Mittelpunkt 
geht und drei den Hauptaxen parallele Kanten hat; welcher also zu jenen 
Kegeln gehört, die unendlich eiele Systeme von drei auf einander senhrechteti 
Kanteti ehalten. Rückt die Spitze dem Anfangspunkte in gerader Linie zu, 
so bleibt der Kegel sich immer parallel; rückt die Spitze einer Hauptaxe 
parallel fort, so geht der Kegel immer durch einen gewissen in der ent-- 
sprechenden Hauptebene liegenden Kegelschnitt. 

Ich bemerke noch, dass in diesem Falle niemals reelle Rotationskegel 
existiren, wohl aber imaginäre, deren Spitzen einen imaginären Kegel sechster 
Ordnung beschreiben. 

Der Kegel (63.) zerfällt, wie man leicht sieht, in zwei Ebenen nur 
dann, wenn x in einer Tetraederfläche liegt. 

§. 13. 

AusnahrasföUe. 

Im Vorigen sind überall allgemeine Resultate entwickelt, welche in 
bestimmten Fällen, d. h. bei besonderen Eigenschaften von u, f> Modificationen 
erheischen. Der erste hier zu erwähnende Fall ist der, wo 6 = 0, wo also 
die Fläche u = in einen Kegel übergeht. Dieser Fall ist dadurch von grosser 
Bedeutung, dass er die oben für n=S angestellten Betrachtungen zu wieder- 
holen gestattet, und zwar in eleganterer Form, wodurch sie deutlicher hervor- 
treten. Da J hier von der dritten Ordnung ist, werde ich dieser Function 
die Form geben: 

j = cA' + 3c'AV + 3c"V+cV, 
während 

£2 = a;L'+3a';i>+3a'V+ö'V- 

Der Gleichung des Problems kann man nun sofort die Gestalt geben: 



dJ da dJ dSi\ 



^"■*VöÄ öa du dl)'^ 



al^+ 2a V + a^^ aX^^- 2a'7.a + a''^^ 
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und die erste Invariante derselben wird, wie man leicht findet: 

i = (ca'"~3c'a"+3cV-c "a)' = h\ 
wodurch der Satz bewiesen ist: 

W^f^n man am zwei homogenen Functionen dritter Ordnung mit »iret 
Veränderlichen die Determinante bildet, so ist die erste Inf>ariante der 
entstehenden Function nierter Ordnung das ^vollständige Quadrat einer 
simultanen Invariante der gegebenen Functionen, welche für die Coef- 
ficienten einer jeden ^on der ersten Ordnung ist. 

Man findet sodann durch die in §. 5 angestellten Schlüsse für die 
zweite Invariante j und die Flftche G die Formen: 

ah'+ßj = H\ 2ßj = H'^G, 
ah'-ßj =G, G = IP-2ah\ 

wo a, (i constante Zahlen bedeuten, und wo H^ = die Eliminationsgleichung 
aus z/ = 0, £2 = ist, nachdem man J auf die oben angeführte Form dritter 
Ordnung reducirt hat. Dies bedeutet, dass man von den Ecken des zu u, r 
gehörigen Tetraeders diejenige ausschliesst, welche in die Spitze des Kegels 
u = selbst fällt. Es stellt also H das Product der Ebenen dar, welche 
durch diese Spitze und die anderen Tetraederecken gehen. 

In dem vorliegenden Falle fallen offenbar für jeden Punkt zwei Lösun- 
gen des Problems zusammen, und zwar entsprechen sie den Werthen fi = 
oder / = 3c. Hieraus folgt, dass die Gleichungen (1.) für dieselben in [7; = 
übergehen; dass also der Punkt X die Spitze von u = ist. So darf man 
diese Lösung ganz übergehen und sagen, das Problem lasse immer nur vier 
Lösungen an. 

Von diesen fallen zwei zusammen, wenn x auf den durch die Kegel- 
spilze gehenden Seiten des Tetraeders liegt, oder auf der Fläche G = 0, 
welche vom sechsten Grade ist. 

Die Fläche (7 = 0, welche der Form ihrer Gleichung nach vollständig 
mit der oben behandelten Curve G = übereinstimmt, besitzt, nach dem, was 
über diese Curve oben gezeigt ist: 

drei Röckkehrkegelschnitte, welche durch den Schnitt der Fläche zweiter 
Ordnung h = mit den erwähnten Tetraederflächen gebildet werden und 
deren Tangentenebenen diese Flächen sind; 

eine Doppelcurve, entsprechend den oben gefundenen vier Doppelpunkten, 
und welche demgemäss die Schnittcurve von zwei Oberflächen zweiter 
Ordnung ist. 
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Ausser dieser Fläche ist noch von Wichtig-keit diejenige, für deren 
Punkte neben den oben erwähnten eine dritte Wurzel l unendlich wird. Die 
Gleichung dieser Fläche ist offenbar = -2'-Zr,«?^t/i*, durch U^ die Unler- 
determinanten der Determinante von u bezeichnet. Aber die U^ sind, da n 
ein Kegel, nichts Anderes als die Quadrate und Producte der Coordinaten 
seiner Spitze; sind die letzteren fj, 629 ^3? ^49 so geht demnach die Fläche 
in -2'<?i€; = über, d. h. in die vierte Ebene des Tetraeders. — 

Der zweite bemerkenswerthe Fall tritt ein, wenn ^ = 0, d. h. wenn 
das anharmonische Verhältniss der Wurzeln von J = einer imaginären drit- 
ten Wurzel aus —1 gleich wird. In diesem Fall reduciren sich die Gleichun- 
gen, aus denen 6 = durch Elimination entspringt, auf 

I = m{2A,+A,m) = 0, j = B+3B,m+SB2m'+B,m^ = 0, 

und es wird also: 

G = BAl--6B,A,Al + 12B2AiA2'-SB,A\ = 0. 

Diese Fläche enthält statt der Doppelcurt^e eine dreifache Curte ^i=0, -^2 = 0, 
f>on der achten Ordnung; sie ist der Durchschnitt einer Fläche zweiter Ord- 
nung mit einer Fläche vierter Ordnung. Hienach modificiren sich unter Anderem 
die Curven sechster Ordnung, welche auf den acht Ebenen liegen; die Gleichung 
einer solchen wird aus (59.) 

Diese Curve hat vier Doppelpunkte im Schnitt von /) = 0, if=0, und die 
beiden Zweige werden von diesen Kegelschnitten in der zweiten Ordnung 
berührt. — 

Die Bedingung J? = scheint keine bemerkenswerthen Besonderheiten 
mit sich zu fähren. Die Bedingung A^— 27 B^ = 0, unter welcher die Gleichung 
J = eine Doppelwurzel hat, fQhrt zunächst den Umstand mit sich, dass die 
Gleichungen (3.), (13.) sich auf den fünften Grad reduciren. Insbesondere 
wichtig aber ist der Fall, wo für die Doppelwurzel sämmtliche Unterdeler- 
minanten von J verschwinden, mithin auch S2; es ist dies der Fall, welcher 
dem Problem der Normalen an eine Rotationsfläche entspricht. 

Schreibt man in diesem Falle J = {k—x)Ji^ i2 = (A— x)i2i, wo dann 
Ji den Factor X—x nur noch einmal, S2i gar nicht mehr enthält, so wird die 
Gleichung des Problems: 

(66.) (x-,y{j,^-a,^\ = 0. 



ä 
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Es tritt also immer die Doppelwurzel ^=x auf, während der Rest der Gleichung 
genau den Character des für #» = 3 behandelten Problems hat. Nor ein 
wesentlicher Unterschied ist dabei zu bemerken. Denn es wird zwar wieder 
i2j ein vollständiges Quadrat für die beiden Wurzeln von J oder Ji^ welche 
nicht gleich z sind ; für die Wurzeln X=^x aber ist eine besondere Unter- 
suchung nothwendig. 
Man hat 

und nach bekannten Determinantensätzen ist 

Man sieht« dass, wenn man A=;f setzt, der Ausdruck rechts nicht verschwin- 
det, sondern einer endlichen Grenze sich nähert; daher sind auch die Grössen 

— A- für A = X nicht mehr Coefficienten eines vollständigen Quadrats , wie 

dies für die anderen Wurzeln von ^ = der Fall ist. Aber eine Determinante 

dritter Ordnung, welche man aus den ^ J^ zusammensetzt, enthält als Factor 

.' ^, , was für A=x verschwindet. Also die aus jenen Grenzwerthen zu- 
sammengesetzten Determinanten dritter Ordnung verschwinden noch; was mit 
anderen Worten sagt^ dass sich immer gewisse Constanten a, ß so bestimmen 
lassen, dass 

lim(^)^^^ = i(«//?A + «A/?/). 
Und so wird dann für k^x: 

A = -S^ff/f?; . 2ßf, Vh = «/?, 

WO die a, ß lineare Ausdrücke sind. In den Betrachtungen des §. 5 ist also 

zu setzen 

W = aß.ri''ri'\ 

während alles Uebrige unverändert bleibt. 

Es finden sich also in Bezug auf die Gleichung 

(67.) ^,^-fl.^ = 
die Formen: 
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WO 61 der Coef&cient von i? in Ji ist, und wo h einen Ausdruck zweiter 
Ordnung bezeichnet, welcher, wie alle hier vorkommenden Functionen dieser 
Art, eine lineare Function von «/?, r/'^, rf*'^ ist. 

Die Fläche G = 0, für deren Punkte zwei Wurzeln der Gleichung (67.) 
zusammenfallen, ist vom sechsten Grad, und enthalt zwei Rückkehrkegelschnitte, 
in denen die Ebenen r} = 0, ?y" = von der Fläche A = geschnitten wer- 
den; diese Ebenen sind zugleich Tangentenebenen in jenen Curven. Ausser- 
dem aber wird die Fläche G = von den Ebenen a, ß m Kegelschnitten 
berührt, und zwar mit einer Berührung zweiter Ordnung; diese Kegelschnitte 
liegen gleichfalls auf der Fläche zweiter Ordnung A = 0. 

Wenn man verfährt wie in §. 8, so ergeben sich ferner Doppelcurven 
der Fläche. In der That erhält man bestimmte Werthe für die Verhältnisse 
der Coefiicienten von 12^; oder, was dasselbe ist, Gleichungen der Form 

(68.) aß : rj" : rj'" = c:c': c". 
Man erkennt, dass diese Doppelcurve in zwei Zweige zerfällt, welche in den Ebenen 

liegen, also in Ebenen, welche mit den Ebenen tj ein harmonisches Bündel 
constituiren. Diese Curven sind zwei Kegelschnitte ; denn sie bilden ausserdem 
den Durchschnitt der Flächen zweiter Ordnung: 

mit den genannten Ebenen. Die letzteren Flächen sind Kegel, deren Spitzen 
in den Schnittpunkten der Linie a, ß mii den Ebenen ??', V' liegen, deren 
jeder die Ebenen a^ ß berührt; die beiden Kegelschnitte haben also dieselbe 
Eigenschaft. Sämmtliche sechs Kegelschnitte, von denen hier die Rede ist, 
schneiden sich in zwei Punkten ; in denen nämlich die Schnittlinie von r/ und 
r/' von den Ebenen «^ ß getroffen wird. 

Die Punkte der betrachteten Fläche haben die Eigenschaft, dass zwei 
Lösungen des Problems für sie zusammenfallen. Dasselbe geschieht ausserdem 
noch für die Ebenen a, ß^ rj'y ri\ für welche J und 12 gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Ausser der Fläche G=0 aber ist noch eine andere zu betrachten, fQr 
deren Punkte nämlich l=^y. auch eine Lösung der Gleichung (67.), also eine 
dreifache der Gleichung (66.) wird. Diese Fläche erhält man, wenn man in 
(67.) i = ;f setzt, und da für diesen Werth J^ verschwindet, so bleibt nur 

A(^) = 0. 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 2. 14 
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Dies ist nach dem Yorig^en nichts Anderes als das System der Ebenen 
a = 0, /3 = 0. ■ 

Die eier Punkte X, welche der Gleichung (67.) entsprechen y liegen 
jederzeit in einer Ebene mit dem Punkte x und der Schnittlinie der Ebenen 
a = 0, /3 = 0. 

Betrachten wir, um diesen Satz zu beweisen, die bekannte identische 
Gleichung 



= -J. 



AWl3+/^«>l3 AW23+/^«?23 *W33 + /^«>33 ^^4i + l^^4i 



«?3 



ittl4+/^t?i4 Att24 + /i€?24 i-Uy^ + flVy^ i'U^ + /^f^4* ^A 






t?2 



V: 











y\ 






Setzt man in derselben X = x, ju = l, so verschwinden beide Seiten identisch; 
nicht aber, wenn man zuvor durch (^—xf dividirt hat. Im letzteren Falle 
geht dann, wenn A, B das bezeichnen, was durch Substitution von X für x 
aus a, ß entsteht, die linke Seite über in 



(-^£±i^)-./».AB = (^2=^)'. 



// 



Rechts wird -ri rr endlich; es verschwindet also diese Seite, wenn man 

(Ji — xy ' ^ 

noch nachweist, dass die Determinante jener Seite fdr l = Xy ^ = 1 ver- 
schwindet. Nun seien l', ^ die Werthe von A^ /i^ die dem Punkt X ent- 
sprechen, also 

Dann ist auch 

iMan kann daher, indem man die ersten vier horizontalen oder verticalen Reihen 

V X 

mit TZZv^h ^^® fünfte mit — j—^ multiplicirt, und alles von der letzten 

Reihe abzieht, die Reihen der V zerstören. Die Qbrig bleibende Determinante 
ist dann in jedem ihrer Glieder mit der Determinante der Grössen xuik+f)ii, 
oder mit ihren ersten Unterdeterminanten multiplicirt, welche sämmtlich der 
Voraussetzung nach verschwinden. 
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So genügen die X der Gleichung 

aB-/?A = 0, 

welche eine Ebene darstellt, die auch durch x geht und durch die Schnitt- 
linie von A = 0, B = 0, wie der Satz es ausspricht. 

Ffir die der Wurzel % = l entsprechenden. Lösungen kann man dagegen 
den Gleichungen (1.) die Form geben: 

In diesen Gleichungen kann man von den vier linken Theilen zwei aus den 
anderen beiden auf lineare Weise zusammensetzen, und würde so zu Be- 
ziehungen für die rechten Theile gelangen, welche im Allgemeinen nicht er- 
füllt sind. Es ist also im Allgemeinen v = 0; und die obigen Gleichungen 
stellen dann nur zwei lineare Beziehungen zwischen den X dar, welche von 
den X ganz unabhängig sind. Dies bedeutet nichts Anderes, als dass diese 
Punkte X unbestimmt in der Schnittlinie des Ebenenpaars xU-{- F = liegen^ 
welches sich durch den vollständigen Schnitt der Flächen 1/ = 0, T = legen 
lässt Die Bedingung, dass neben J auch dessen Differentialquotienten ver- 
schwinden können, sagt eben aus, dass es ein solches Ebenenpaar gebe. Und 
zwar ist jene Schnittlinie die der Ebenen ^'=0, V'=0, wie man sofort ein- 
sieht, wenn man bemerkt, dass w, r lineare Functionen der aß, rf^, r(^ sind, 
und dass es zur Aufstellung jenes Ebenenpaars genügt, aus ti = 0, € = das 
Product aß zu eliminiren. — 

Diese Bemerkungen mögen genügen, um die Ausnahmsfälle zu cha- 
racterisiren , deren vollständige Ausführung und Discussion zu weit führen 
würde. 

§. 14. 

Bemerkungen. 

Parallel neben der auseinandergesetzten Bebandlungsweise des Problems 
geht eine zweite, welche einen weiteren Einblick gewährt und deshalb an- 
geführt werden muss. Dieselbe besteht zunächst darin, dass man die Functio- 
nen u, e in Linien- (Ebenen) Coordinaten anwendet. Sei demnach 

e = 6||CC|4"26i2ce|a2-4*"* • 
Sucht man nun für ii = 4 die Ebene a, deren Pole, für u und r genommen, 

mit X auf einer Geraden liegen; und welche zugleich die Fläche ift=0 be* 

14» 
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rührt; oder das Entsprechende in der Ebene; so gelangt man zu Gleichungen, 
die in dem folgenden Schema enthalten sind, wenn ui^ t?/ die halben Diffe- 
rentialquotienten von u^ f> nach den a bedeuten: 

(69.) { Affj-f ^a«2 = 0^2, u = 0. 



Die gesuchten a sind dann mit den oben gesuchten X durch die einfachen 
Beziehungen der Tangentenebene zu ihrem Berührungspunkte verbunden: Ui=Xi, 
i\[an kann offenbar diese Gleichungen ganz wie die früheren behandeln und 
gelangt zu ähnlichen Resultaten. Aber aus den Gleichungen (69.) folgt sofort, 
d(i8S ihre Gestalt ungeändert bleibt ^ wenn man e-^xu an die Stelle von f> setzt. 
Dies heisst, für fi = 3 : 

Das Problem bleibt ungeändert, wenn man für r = einen Kegelschnitt 
setzty welcher die vier gemeinschaftlichen Tangenten von u, v berührt. 
Und für ii = 4: 

Das Problem bleibt ungeändert, wenn man für t? = eine Fläche zweiter 
Ordnung setzt, welche von den zu w = 0, v = gemeinsamen Tangenten- 
ebenen berührt wird. 
Dies ist der innere Grund, weswegen es ganz gleichgültig ist, welche zu 
fi = confocale Curve oder Fläche man an Stelle von r = treten lässt, um 
aus der hier vorliegenden Aufgabe das Normalenproblem zu entwickeln. Man 
kann eine Reihe von Folgerungen aus diesem Umstände ableiten. 

Aber ersetzen wir jetzt das vorgelegte Problem durch ein anderes, 
indem wir statt des Punktes x seine in Bezug auf v genommene Polare a 
als gegeben annehmen. Dann haben wir 

Xi = Vi, 

und die Gleichungen (69.) gehen in die folgenden über: 

(70.) Xui+fiVi = Vi. 

Dies ist ganz genau dieselbe Gleichungsform wie die der Gleichungen (1.). 

Sie führt auf folgendes Problem: 

Eine Tangentenebene der Fläche ii = so zu führen, dass ihr Pol für 
V = mit dem Berührungspunkte und dem Pol einer gegebenen Ebene 
fUr r = f« einer Geraden liegt. 

Die Lösung dieses Problems, welches im Grunde von dem vorigen nicht 

verschieden ist, fOhrL auf die nämlichen geometrischen Resultate, nur nach 
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dem Princip der Dualität verwandelt. ' Während z. B. dort die sechs nach den 
gefundenen Punkten gezogenen Geraden in einem Kegel lagen, findet sich 
hier sofort der Ergänzungssatz: 

Die sechs in den Punkten X an u = gelegten Tangentenebenen schneiden 

die Polare eon x in Bezug auf t? = in sechs Geraden, welche einen 

Kegelschnitt berühren; 

eine Eigenschaft, welche also auch den Tangentenebenen der Normalenfuss- 

punkte zukommt für die Polare von x genommen in Bezug auf jede beliebige 

zu u=0 confocale Fläche. 

Der Fläche G = entspricht hier eine von den betreffenden Polar- 
ebenen umhüllte Fläche zwölfter Klasse. Dieselbe besitzt vier Rückkehrkegel- 
schnitte, eine doppeltberührende abwickelbare Fläche von der vier und 
zwanzigsten Klasse, u. s. w. 

Dies reciproke Problem bleibt nicht mehr ungeändert, wenn r durch 
eine Fläche ersetzt wird, welche die zu u, r gemeinsamen Tangentenebenen 
berührt. Aber es bleibt ungeändert, wenn man für <? eine Fläche setzt, 
welche durch die gemeinsame Schnittcurve von u, f> geht. Es bleibt für 
» = 3 ungeändert, wenn man €? = durch eine Curve ersetzt, welche durch 
die vier Punkte geht, in welchen u und r sich durchschneiden. 

Carlsruhe, den 31. Januar 1862. 
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Die speciellen Lamesehen Functionen erster Art 

von beliebiger Ordnung. 

(Von Herrn E, Heine in Halle.) 



Xn einer Arbeit des 60^*'^" Bandes dieses Journals wurden Functionen 
eingeführt, welche ich Lawi^sche Functionen höherer Ordnung nannte, weil sie 
sich für den speciellen Werth 2 eines Parameters in diejenigen verwandeln, 
welche Lame in seinen Untersuchungen über den Wftrmezustand eines Ellipsoides 
anwandte. Es blieb noch übrfg, einige Fragen näher zu erörtern, welche in 
jenem Aufsatze nicht mit der erforderlichen Ausführlichkeit behandelt werden 
konnten. Die gegenwärtige Arbeit, welche durch die neulich erschienene 
^lieber einige bestimmte Integrale'' vorbereitet wird, behandelt den Gegen- 
stand, welcher Bd. 60, S. 254 und 258 berührt wurde, nämlich die spedeUe» 
Fmnctiauen der verschiedenen Ordnungen. 

Bezeichnet p eine ganze positive, n eine ganze nicht negative Zahl, 
so wurde die Lamesche Fumctiim p^'^'' Ordnung^ welche &u n gehört, mit Hülfe 
der Differentialgleichung 

definirt, in welcher 

du = -7===- , y^{x) = {x-a){x-a,) . . . (x-a^) 

gesetzt ist. Die a bedeuten hier Constante, welche man sich als gegeben zu 
denken hat, während die c Constante sind, die so bestimmt werden müssen, 
dass ein Integral der Differentialgleichung eine ganze Function i»*''" Grades 

von ^x—a, i^—o^i'i ötc-9 i^'~^p wird. Dies Integral ist dann eben die 
Lamesche Function p*" Ordnung, welche zu n gehört, und zwar erster Art, 
indem die Function zweiter Art sich auf ein zweites Integral derselben Dif- 
ferentialgleichung bezieht. In der gegenwärtigen Arbeit wollen wir nur die 
Functionen erster Art betrachten. 

Die Differentialgleichung und ihre Integrale vereinfachen sich, wie 
Bd. 60, S. 254 gesagt wurde, wenn mehrere Constante a in %fj{x) gleich 
werden. Der Fall ist von besonderer Wichtigkeit, in welchem a, = «^ = etc. = «^ 
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wird, und in diesem dOrfen vnr offenbar, ohne ihn irgend wesentlich zu 
beschränken, 

a = 0; «i = CX2 = etc. = «^ = 1 

setzen. Die Functionen, welche dann durch die Differentialgleichung gegeben 
werden, sind die speciellen Functionen, mit denen wir uns wegen ihrer Ein- 
fachheit und der vorläufig überwiegenden Wichtigkeit hier beschäftigen wollen. 

Ausser diesem extremen Falle könnte man auch den betrachten, in 
welchem nur einige a gleich werden; hier wird derselbe zwar ausgeschlossen, 
aber in einer folgenden Abhandlung naher erörtert, in welcher wir die wirk- 
liche Existenz der allgemeinen Lam^schen Functionen höherer Ordnung nach- 
weisen. Es wird dabei erforderlich sein, über eine etwas allgemeinere 
Differentialgleichung zu handeln. 

In dem ersten Abschnitte des vorliegenden Aufsatzes wird die Aufgabe ge- 
löst, wegen welcher die Arbeit ursprünglich unternommen war ; es werden nämlich 
die Constanten c und damit die Differentialgleichungen der speciellen Functionen 
gefunden (§.3), und endlich (§.5) diejenigen Integrale derselben, welche 

ganze Functionen »**" Grades von ^x—a, ]/a:— a^, etc., also hier von ^x und 

|/a:— 1 sind, d. h. sämmtliche specielle Functionen p^^' Ordnung. Es stellt sich 
heraus, dass für jedes p genau n+1 solcher Functionen existiren, die zu u 
gehören; nämlich, abgesehen von dem Falle p = i^ der eine Modification er- 
fordert, hat man für jedes n genau «+1 Differentialgleichungen, von denen 
jede ein brauchbares Integral liefert. 

Es ist bequemer, diese Functionen als abhängig nicht mehr von x 
sondern von J5 = /a? zu betrachten. Nennt man dann die n+i speciellen 
Lameschen Functionen p'*' Ordnung, welche zu n gehören, /;* [p, «], wo v die 
Werthe 0, 1, 2, etc. n annimmt, so zeigt sich (§. 6), dass Irip^z] sich nur 

durch einen constanten Factor von {^z'^—iy — ^^^^^^ unterscheidet. Es wird 

aber I^lp^si]') wiederum bis auf einen constanten Factor, je nachdem p 
grade oder ungrade, von der Form p = 2(B + 2 oder p = 2iD+i ist, nichts 
Anderes als der cö'** Differentialquotient nach z respective von P*'^^(z) oder 
cos((»+cö)arccosÄ). Für j!? = 2 stimmt also lylp^z] mit P*(ä) überein. 

Mitgetheilt wurde bereits Bd. 60, S. 258 der ungefähre Zusammen- 
hang, in dem die so erhalteneu /"^ welche nach ihrer Entstehung eine be- 
stimmte Rolle unter den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
spielen, mit einer partiellen Differentialgleichung von p+i unabhängigen 
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Variabcln st^e>Mi^ dSoe Ausführung dessen, was dort angedeutet wurde, ist 
Gec^Tistand ^h^^ «weiten und dritten Abschnittes. 

y^ftn "^^(isfs l^ttt. vergi. die Einleitung des Handbuches der Kugelfunctionen), 
da^ 1/$pl^^ ^ reviproke Entfernung zweier Punkte mit den rechtwinkligen 
C^xn^^fiff*^ i> ^f» I2 ^^^ a, ai^ ch — des bequemeren Ausdruckes halber 
^rt*^ viiv u^ rai + 02 = l — mit der DiiTerentialgleichung 

d'T o'T d'T _ . 

H^ Xv^bittdung brachte. Setzt man ^+lJ+^ = ^^ und § = rx, §i = rxi^ ^2 = rx2^ 
i\il^K\ auch fOr die x Poiarcoordinaten i/'i und v^2 ^in, entwickelt dann T nach 
ISileiueu von r, so wird der Coefficient von r% der P" heisst, von einem Ar- 
gumente ax + aiXi + chX2 abhängen, und einer neuen partiellen Differential- 
gleichung mit den beiden unabhängigen Veränderlichen xpi und yj2^ welche die 
«weite Differentialgleichung heissen mag, genügen. Laplace handelt nun von 
den P in doppelter Beziehung; erstens entwickelt er Eigenschaften derselben, 
die ganz unabhängig von ihrem Verhältnisse zur Differentialgleichung sind^ und 
zweitens betrachtet er sie in ihrer Beziehung zu den anderen Lösungen der 
zweiten Differentialgleichung. Zu den Entwickelungen der ersten Art gehört 
z. B. die merkwürdige Reihe für P% die nach Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von yj2 fortschreitet. Unwesentlich ist es, dass Laplace auch die Eigen- 
schaften der ersten Art mit Zugrundelegung solcher der zweiten Art ableitet; 
Jacobis Methode zeigt, dass die Ableitung ebenso unabhängig von der zweiten 
Differentialgleichung gemacht werden kann, wie die Eigenschaften, von denen 
wir reden, es sind. 

Die erwähnten Untersuchungen von Laplace lassen sich von drei auf 
p+i Veränderliche übertragen. Schon im 13*'" Bande des Lioumlleschen 
Journals hat Cayley*) bemerkt, dass zum Zwecke einer Verallgemeinerung 
der Lap/aeeschen Functionen eine i(p— l)**" Potenz mit der ersten partiellen 
Differentialgleichung, nachdem sie auf p + 1 Variable bezogen worden ist, 
in Verbindung zu bringen sei, nämlich der Ausdruck T im §. 19 mit der dort 
befindlichen Gleichung (5.). Im Folgenden führen wir die Uebertragung aus; 
die Verbindung mit dem ersten Abschnitte wird, wie schon gesagt, dadurch 
hergestellt, dass hierbei die Functionen /;• wieder auftreten. 

In dem zweiten Abschnitte findet man die Resultate, welche sich für die 
Functionen, welche aus der Entwickelung der Kp—l)*"" Potenz entspringen, 

*) Sur le« tbnctions de Laplace, p. 275 — 280. 
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unabhängig von ihrer Beziehung zur Differentialgleichung ergeben. Wenn ich 
hierbei die Jacobische Methode zu Grunde lege, so geschieht dies nicht nur um 
eine bessere Anordnung zu erzielen ; man wird die Vorzüge der Jacobischen 
Methode erkennen, wenn man nach Anleitung des §.21 dieselben Resultate 
mit Hülfe der Differentialgleichung abzuleiten versucht, indem man das Ver- 
fahren von Laplace nachbildet. Ich möchte sagen, dass man die ungefähre 
Form der Resultate leichter bei dem letzten Verfahren erräth, die genauen 
Resultate und strenge Beweise aber, sobald /?>2 ist, aus dem «/aco6ischen 
erhält. Indem wir später, um den Inhalt des dritten Abschnittes genauer aus- 
einanderzusetzen, an dieser Stelle wieder anknüpfen, kommen wir nun zu der 
»peciellen Angabe des Inhaltes im zweiten Abschnitte. 
Wir gehen von der Entwickelung der Grösse 

1 

nach aufsteigenden Potenzen von r aus. Heisst der Coefficient von r" bis 
auf eine Constante (Taf. I) /"[/?,«], so zeigt man leicht (§.9), dass dieser 
durch denselben ö)*^" Differentialquotienten dargestellt wird wie oben /^^ — 
eine Darstellung von /"[/?,«], welche, wie ich aus einem Schreiben des 
Herrn Mehler ersah, diesem bereits vor Abfassung meiner Arbeit über be- 
stimmte Integrale bekannt war. Für p=2 ist /"[/?,«] offenbar nichts Anderes 
als /^"(ä). Man erkennt, dass die /"[/?^ä] und daher die lylpyss] wesentlich 
nur zwei verschiedene Charaktere haben; für grade p führen sie auf Kugel- 
functionen, für ungrade p auf Kreisfunctionen. Ein Blick auf Taf. I — lU lehrt 
diese Beziehungen. Die ly spielen in Bezug auf /" dieselbe Rolle wie die 
Zugeordneten P; in Bezug auf P". 

Es wird nun gezeigt, wie die wichtigsten Eigenschaften der Kugel- 
und Kreisfunctionen sich bei den / wiederfinden. Wir erwähnen nur flüchtig 
die zweite Formel in Taf. V, deren Bedeutung man sofort aus der darüber- 
stehenden von Jacobi herrührenden erkennt; Taf. VI drückt die /" durch In- 
tegrale aus, die den Laplaceschen für P" im Falle /? = 2 entsprechen, und 
die meiner Arbeit über bestimmte Integrale Bd. 61 entnommen sind; auch die 
Bedeutung der Formeln in Taf. VII ist selbstverständlich, wenn man bedenkt, 
dass /; für /? = 2 in Pj übergehl ; erst die Formeln der Taf. VIII geben zu 
einer ausführlicheren Erörterung Anlass. 

Sieht man bei dieser Uebersicht immer von constanten Factoren ab, so 
ist, wie ich nachwies (Handb. §.43, S. 117), der Coefficient von cosmtp in der 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 2. 15 



114 Heine, Specielle Lamesche Functionen. 

Entwickelung von 



nach Cosinus der Vielfachen von tp gleich P^{x); dies in die allgemeineren 
Zeichen / übersetzt, heisst, wenn man cosv^ = ;$ macht: Der Coefficient von 
/"•[!,«] in der Entwickelung unseres Ausdnickes nach /"*[!,«] mit veränder- 
lichem m ist die Zugeordnete nächst höherer Ordnung /;[2, x]. Nach den 
Untersuchungen von §.12 und 13 lässt dieser Satz sich auf ein allgemeines 
p so übertragen, dass man für jene n^^ Potenz die Entwickelung erhält: 



tn=n 



(x+»>V-ir = ^6„/:[p+l,a:]/-[p,a], 



mr-O 



wenn die b gewisse Constante bezeichnen, deren Werth man in Taf. VII findet. 

Während man für /? = 1 wieder auf die frühere Formel zurückkommt, 
erhält man für p = 2 etwas wesentlich Neues , nämlich die elegante Ent- 
wickelung unserer n^''" Potenz statt nach Cosinus der Vielfachen von arccos«, 
nach Kugelfunctionen P'"(ä); der Factor von P^'^ss) ist aber eine Zugeordnete 
driller Ordnung Iy[3.x]. Die für höhere p gellenden Formeln lassen sich 
übrigens auch durch blosse Differentialion nach & aus den beiden fundamen- 
talen (für /? = 1 und p = 2) ableiten. 

Wir kommen zu einer zweiten Reihe, nämlich zu der Entwickelung von 
P*(cosyi) nach Cosinus der Vielfachen von yn^ wenn man setzt 

cos^j = cos^iCOsy/i + sin??iSinv^jiCOsy2- 
Bekanntlich tritt in dieser Laplaceschen Reihe als Factor von cosm;'^ das 
Product Pi(cosiyi)Pi(cos^i) auf, oder in unseren allgemeinen Zeichen, es ist 
für p=2 in der Entwickelung von /"[/?, cos/i] nach /"*[/?— 1, cos ^2] mit ver- 
änderlichem m, der Factor von /"•[/?— 1, cos ^2] ein Product der Zugeordneten 
nächsthöherer Ordnung 

lZ[PyOOsr],]I;:i[p,cosyjil 

Aus §.14—16 ersieht man, dass dasselbe Resultat für alle p gilt, die grösser 
als 1 sind. 

Die Fälle p = 2 und p = 3 sind hier die fundamentalen ; im §.17 
sieht man, wie wichtig es ist, diese Formel für jedes grössere p zu besitzen, 
indem man dann eine noch allgemeinere Reihe für /*[/?, cos/i] erhält, wo yi 
durch /?— 1 Winkel tj^ eben so viele y^ und einen Winkel y^, ausgedrückt ist. 
Wollte man für y^ nicht wie dort 2p— i sondern eine grössere Anzahl von 
Winkeln einführen, indem man fortfährt und y^ wiederum durch Winkel tj 
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ifjj, und /p^i ausdrückt <, so wurde man nicht mehr ein einfaches Resultat er- 
halten. Man sieht hieraus, dass man für p = 2 nur drei Winkel einfuhren 
durfte, wie es auch Laplace thal (oder vier, indem man för ^2 die Differenz 
V^2 — ^2 setzt). 

Dies ist der hauptsächliche Inhalt des zweiten Abschnittes ; wir kommen 
jetzt zum dritten Abschnitte. Indem man statt der reciproken Quadratwurzel 
den Ausdruck T im §.19 betrachtet, welcher nun einer ersten Gleichung (5.) 
mit p+1 statt drei Veränderlichen genagt, findet man eine zweite Gleichung 
(6.), welcher die Function 

/" [py aa? + öiO^i + etc. +OpicJ 
genügt. Die Bedeutung der verschiedenen Buchstaben, welche genau der oben 
für p = 2 gewählten entspricht, ist im §.19 vollständig angegeben. Wir 
suchen nun die allgemeinste Function X^'*\ welche mit /" folgende Eigen- 
schaften gemein hat: Sie ist vom Grade n in Bezug auf x, Xi, etc. Xp^ und 
genfigt der Gleichung (6.). 

Um die Function aufzufinden, führt man Polarcoordinaten i^j, v^s? ^Ic. ein 
(§.19), und stellt eine endliche Function Z auf (§.20), welche von den tp abhängt, 
und aus einer Summe von Gliedern besteht, deren jedes einzelne (6.) genügt, 
die übrigens nicht die allgemeinste Function ist, welche diese Eigenschaften 
besitzt. Im §. 22 zeigt sich, dass dieses Z eine ganze Function ii'^" Grades 
der X ist, im §. 23 endlich, dass sie so viele Constanten enthält als X^""^ 
höchstens enthalten kann. Es ist daher Z jene allgemeinste Function A'^"^ 

Endlich findet man im §. 22 noch die Sätze, welche eine Haupt- 
eigenschaft der Jf^"^ enthalten ; nachdem gezeigt ist, dass Z mit A"^"^ überein- 
stimmt, kann man nämlich dort in (a) und (6) die Buchstaben Z und Y mit 
Jf^"^ und -Y^"*^ vertauschen. Die Bedeutung der beiden Sätze wird aus der 
Vergleichung des Resultats mit dem für p = 2 geltenden sofort klar; sie sind 
es, durch welche die Coefticientenbestimmung geschieht, wenn man eine 
Function in eine Reihe entwickeln will, die nach den JC^"^ fortschreitet. 

Die Versuche zur Verallgemeinerung der Laplaceschen Functionen, 
soweit sie mir bekannt geworden sind, haben sich bisher auf diese beiden 
Sätze bezogen, die man in Cayleys oben erwähnter Arbeit S. 276 und 278 
Formel 10 und 16 bereits findet. Besonders bemerkenswerth scheint mir in 
dieser Arbeit die Art zu sein, auf welche Ca/gley gelehrt hat, die X^*^ ohne 
Hülfe unserer Gleichung (6.), nur mit Hülfe von (5.) zu definiren. Wenn 
wir diesen Vorgang nicht benutzten, so geschah es ans dem Gründe^ weil 

15* 
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uns daran lag, auch die Reihenenlwickelung von X^"^ (m. vergl. §.23) und 
die Art kennen zu lernen, auf welche die Constanlen in X^"^ eingehen. 

Im Falle /? = 2 hatten wir eine erste (5.) entsprechende Differential- 
gleichung und eine zweite unterschieden, welche (6.) entspricht. Jedes Integral 
der zweiten, mit r~ multiplicirt, muss offenbar ein Integral der ersten sein. 
Die Laplacesche Function Jf^"^ (für p = 2) lässt sich, wie man bemerkt hatte, 
dadurch definiren, dass sie. ganz und vom Grade n nach x, Xi^ x^ ist und 
der zweiten Differentialgleichung genügt. Nimmt man den neuen Gedanken 
hinzu, der wohl Cayley angehört, dass man sie auch als homogene Function 
der X betrachten kann, so sieht man, dass r^JP"^ die allgemeinste Function 
ist, welche der ersten Gleichung genfigt, und homogen und vom Grade n nach 
^y ^15 ^2? dass also X^"^ dieselbe Function für $^+|J+|2=l wird. Cayley 
verallgemeinert nun den Begriff der Lop/aceschen Function dahin, dass sie 
die allgemeinste homogene Function w*''" Grades von 'i^ si, etc. '§p ist, welche 
unserer Gleichung (5.) genfigt, wenn man l' + li+ etc. +^ = 1 setzt. Diese 
Function stimmt nun mit unserem -X^"^ fiberein; Cayley beweist für dieselbe 
die in Rede stehenden beiden Sätze, geht fibrigens weder näher auf die de- 
finitive Form von X noch auf den Nachweis ein, dass die von ihm S. 276 aufge- 
stellten Functionen wirklich die allgemeinsten, von ihm definirten Jf^"^ sind. 

Mit dem Beweise der erwähnten Sätze hat sich ferner auch Ostro- 
gradski im Bulletin de TAcademie imperiale des sciences de St. Petersbourg 
Tome III, p. 65 vom Juni 1860 in einer Arbeit: Sur une integrale definie 
beschäftigt, indem er ffir die JC^"^ die Cayley ^che Definition zu Grunde legte 
und die Methode benutzte, durch die ein Integral, welches sich fiber einen 
Körper erstreckt, in ein aber die Oberfläche genommenes verwandelt wird. 



Erster Abschnitt. 

§. 1. Wie bereits in der Einleitung angegeben ist, haben wir die 
Differentialgleichung 

(1 .) -^ - Ka^'+ ci aJ^-*+ etc. + Cp_, ] »K = 
zu untersuchen, in welcher man 

d« = -7===-, tlj{x) = {x-tt){x-a^)...{x-a^) 
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gemacht hat. Jede Function W^ welche ganz und vom Grade n in Bezug 
auf ^x—a, yx — ai^ etc., ^x — a^ ist, lässt sich jedenfalls als eine Summe 

W = Gl i^V^i + G2 1/V2 + etc. 

darstellen, in der die G ganze Functionen von x, die Functionen v^i, v^,, etc. 
Theiler von ip sind, die extremen Fälle eingeschlossen, dass eine der V'm etc. 
gleich 1 oder gleich y'(x) selbst ist. Offenbar kann man annehmen, dass 
V^i , rp2^ etc. untereinander verschieden sind, d. h. dass der Quotient von zwei 
derselben keine Constante giebt. Dies vorausgesetzt zeigen wir, dass jede 
einzelne Grösse Gifip^^ G2}^V^29 etc., für W m (1.) eingesetzt, dieser Gleichung 
genügen muss. 

Da nämlich 

und daher für jeden Index / 

— Ä? — - ^^y'f'^ 

wird, wo H^ eine rationale Function von x bezeichnet, so erfordert (1.), dass 

gleich einem Ausdrucke 

werde, wo die K ganze Functionen von x vorstellen, nämlich solche^ dass 
man hat 

K, = G.[c,ir^-HciX^~'+etc. +Cp^i]. 
Hieraus schliesst man sofort, dass 

wird, dass also G,^\p^ der Gleichung (1.) genügt. Wir haben also das Re- 
sultat: Soll man alle Functionen W aufsuchen, welche (1.) genügen, und ganze 

Functionen «'"* Grades in Bezug auf ^x—a, )/a:— «i, etc., ^x—a^ sind, so 
genügt es, alle Functionen W von der Form W=G}ftpi aufzusuchen, die (1.) 
genügen. Hier bezeichnet tp^ irgend einen Theiler tton \p, G eine ganze 
Function von x ton solchem Grade, dass W^ eine (selbstverständlich ganze) 
Function von x vom Grade n wird. 

Hat man alle diese Functionen gefunden, so ist offenbar der allgemeinste 
Ausdruck von W eine lineare Verbindung der gefundenen Functionen. 
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§. 2. Nachdem wir unsere Aufgabe so reducirt haben, dass wir also 
nur Integrale der Form G^ipi von (1.) zu betrachten brauchen, gehen wir 
zur Bestimmung der Constanten c in der Gleichung (1.) über. In diesem 
Paragraphen beschäftigen wir uns mit der Bestimmung ton c^^. 

Setzt man in (1.) für W seinen Werth G-^ipi^ und macht V= V^iVir 
so entsteht für G die Gleichung 

(2.) y;{x)^-\-x{x)^ + »{x)G = 0, 
wenn man zur Abkürzung 

&{x) = l xfj'l {x) V/2 {x) + i V^; {x) rp2 (x) ~ [c^x^-' + etc. + ^i ] 

gemacht hat. Es ist nun tp(x) vom Grade p+l; es sei V'i vom Grade v^ 
also v^2 vom Grade p+l—v. Wegen des Grades von W ist dann der Grad 
der ganzen Function G von x gleich ^(n — v)^ welches wir gleich o setzen. 
Integrirt man nun (2.) durch eine nach Potenzen von x absteigende Reihe, 
die also mit (der ganzen Potenz) x'' anfangt, so muss die höchste Potenz 
von X, welche auf der linken Seite von (2.) nach Einsetzung der Reihe für 
G entsteht, sich von selbst forlheben. Diese, die p + a—V*'^ kommt in 

resp. .(a-1), <.+ ^), ^^=^-e. 

mal, also im ganzen ^ ^ — c^, mal vor, d. h. es ist nothwendig 

_ n(w+p-i) 

^0 -- -4 

§. 3. Die übrigen Constanten c ermitteln wir nur für die spedellen 

Functionen. Wir setzen also 

a = 0; cfji = «j = etc. = «^ = 1, 

so dass yj{x) gleich x{x—iy wird, und W, nach §. 1, jedenfalls von einer 

der vier Formen 

G; Gix; G|/jr-l; G^x^^x-l. 
Ferner ist nun 

Man hat jetzt zwei Ffllle zu unterscheiden; erstens kann es eintreten, 
dass fF für x=^\ nicht verschwindet, und dann muss der Factor von W in 
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(1.)? nämlich 

ganz theilbar sein durch (x— 1)^"*, also gleich c^^{x—\y~^. Dividirl man nun 
alle Glieder von (1.) durch den gemeinsamen Factor, so findet man, mit Be- 
nutzung des schon aus §. 2 bekannten Werthes von c^^ , folgende Differential- 
gleichung für die speciellen Functionen erster Art und p^^^ Ordnung, die zu 
n gehören, wenn sie für x=\ nicht verschwinden : 

Verschwindet zweitem PF für x = l, so ist es durch eine Potenz von 
^x—\ theilbar; es sei diese* die r***, wo v also eine ganze positive, n nicht 
überschreitende Zahl vorstellt. W soll ausserdem durch keine höhere Potenz 



von ^x—\ als die v^^ theilbar sein. Dann sind 

durch die 4^+p — 2"" Potenz von x—\ theilbar, woraus unmittelbar folgt, dass 
der Factor von W in (1.) durch {x—XY"'^ theilbar, also von der Form ist: 



(x-ir-[ "^"+/~*^ ^+*]^ 



wenn k eine Constante nach x vorstellt. Die Gleichung solcher Functionen 
W ist also 

Ax{x-\f^+2[{p-\-\)x-\-\{x-\)^-[n{n+p-\)x + K\W^ 0. 

Aber auch k kann nicht willkürlich gewählt werden; führt man nämlich 
in die vorstehende Gleichung eine für x = \ nicht verschwindende Grösse U 
ein, indem man setzt 

so findet man für U die Gleichung 

^x{x-\f — +2[(/?+2y+l)a:-l](x-l) -^ ^-[x{y{v+p-\)-n{n+p-\))-k'-v] U^O. 

Da in dieser für x = i die beiden ersten Glieder verschwinden, so muss auch 
das letzte Glied, also in demselben der Factor von U, für x = i verschwin- 
den, und man erhält daher als Werth von k 

I 

k = i/(y+jt>— 2)— «(« +/? — !), 

welcher in die Gleichungen für U und W einzusetzen ist. Dividirt man diese 
nun noch durch x—1^ so hat man schliesslich das Resultat: 



120 Heine, Specielle LanUsche Functionen. 

Alle speciellen, zu n gehörenden Lameschen Functionen erster Art und 
p^^'' Ordnung findet man, indem man untersucht^ wie eiele Differentialgleichungen 

Vi.) 4x(x-1)gi+2[(p+l)..-13^-[»(«4-p-l)+ ''^''+^7^^ ]>y=0 

ein oder mehrere Integrale W= U{yx-~iy haben, wo U eine ganze Function 
€on } X ist (deren Grad nach \x dann von selbst der erforderliche n--v wird). 
Solche Untersuchungen hat man für v = 0^ 1, 2, etc., n zu führen; alle 
Functioneti W, die man so findet, und nur diese, sind die r^erlangten speciellen 
Functionen. 

Unten zeigen wir, dass für jedes v ein Integral von (3.) mit der ge- 
forderten Eigenschaft existirt, dass man also »+1 specielle Functionen erster 
Art und /i*'*'^ Ordnung für jedes n findet. In dem Falle p=i erhalt man zwar 
nur n Differentialgleichungen (3.\ da für v=0 und r==l dieselbe Gleichung 
(3.) hervorgeht; diese hat aber sowohl ein Integral von der Form U als von 

der Form U]^x—\^ so dass man wieder n+l Functionen findet. 

§. 4. Es ist bequemer unsere Functionen statt von x, von z = \x 
abhängig zu machen. Wir transformiren deshalb unsere Gleichungen in z, 
fügen auch zur Vervollständigung noch die Formen hinzu ^ die man durch 
Einführung einer trigonometrischen Grösse« von cosy^ statt z, erhält. Wir 
haben dann folgendes Schema: 

yx= z: Ä = cos tf'; W = (^'-1 )*' U: 

Eis ist also noch zu zeigen, dass, bei festgehaltenem n und p, für jeden der 
n t I Werlhe von r eine und nur eine ganze Function U der Gleichung (4.) 
yenflgt ; der Fall p = i macht hier keine Ausnahme. 

§. t'). Integrirt man die Gleichung (4.) durch Reihen, welche nach 
iibsteigendcn Potenzen von z geordnet sind, so sieht man sogleich ein, dass 
die oine von ihnen mit der n—r*''" Potenz, die andere mit der — (n+y+p—iy^" 
P(»lonK von z beginnt. Die letztere, da sie keinenfalls eine ganze Function 
von 9 ist. kann kein Integral U mit den verlangten Eigenschaften geben; sie 
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wäre zu benutzen, wenn wir von den Functionen zweiler Art, welche also 
den Kugelfunctionen Q und nicht P entsprechen, handeln wollten. Die erste 
Reihe dagegen bricht ab, ist daher eine ganze Function von z^ und zwar 
3r \.P9 ^] ? wenn raan setzt 

v5kLP,äj-ä 2(2w+p-3) ^ "^ 2.4(2«+p-3X2n+p--5) ^ ®^^- 

Macht man noch 

so hat man folgendes Resultat der Untersuchungen dieses Abschnittes: 
Es sind die n-\-\ Ausdrücke 

/,r [py z] ; /; [p, z] ; etc. ; /; [p, z\ 

die sämmtlichen speciellen Lameschen Functionen erster Art und p^^"" Ordnung^ 
welche ssu n gehören, 

§. 6. Die Grössen / lassen sich noch durch verschiedene andere For- 
meln darstellen; wir heben hier die folgende hervor: 

welche zeigt, dass /" für alle Ordnungen p durch dieselben Operationen aus 
In abgeleitet wird, also dass ly in Bezug auf ^ immer dieselbe Rolle spielt 
wie für /? = 2, d. h. wie P; in Bezug auf P^^. Diese Formel findet man 
ganz direct, wenn man die Reihe für /^^ im Ganzen rmal nach z differentiirt, 
aber eben so leicht aus der Bemerkung, dass die Gleichung (4.), nach z dif- 
ferentiirt, eine Gleichung derselben Art giebl, die aus (4.) entsteht, wenn man 

in derselben U und v mit —7— und v+l vertauscht. 

Der Character von /; hängt also immer von demjenigen von /* ab; 
dieser ist aber ein wesentlich verschiedener, je nachdem die Ordnung pl 
wie bei den Kugelfunctionen, grade oder ungrade ist. Für ein grades p, also 
für p = 2tö + 2, lässt sich /j"[p, «] offenbar durch 6> fache Differentiation nach 
SS aus /o'^'^[2, a], d. h. aus der Kugelfunction P""'"^(ä) ableiten; ist dagegen 
p = 2ö)+l, durch a) fache Differentiation aus /j"+°'[l,a]. Nach §.5 wird aber 
/j^[1,ä] durch die Reihe 

,n nijn^i) , n (n-iXn-2Xn-3\ ^ . 
^ 2(2ii-2)* ■^~2.4(2n-2)(2n-4) ^ ^*^' 

d. h. durch 2^""cos(fi.arccosa) = 2*~*cos«V^ dargestellt (ä = cosv^), so dass 
für das ungrade p also Il!lp,z] durch cD fache Differentiation nach z aus 
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cos(«4-ö^)V^ sich erzeugen lässt. Man findet Weiteres hierüber in dem 
zweiten Abschnitte §. 9. 

§. 7. Da sowohl P"(ä) als cosnxp als Differentialquotient einer ganzen 

Potenz von ^z^—\ dargestellt werden können, so sind sämratliche /;* wesent- 
lich nichts Anderes als Differentialquotienten solcher ganzen Potenzen. Benutzt 
man zur Integration von (4.) die Formeln des §. 37 im Ilandb. und setzt 

dort in (a.) 

= 0; b=p+2r; x = ss 

und w— y fflr n, so wird eine ganze Function, welche (4.) integrirt, ffif grade 
oder ungrade p, 

so dass man auch erhält: 



Zweiter Abschnitt. 

'-P 

§. 8. Entwickelt man (1— 2rÄ+r^) ^ nach aufsteigenden Potenzen 
von r^ und setzt 

SO wird, wie man aus dem Handb. §. 65, S. 169 weiss, 

^ LP. *J - |/,r • yZn V^ 2(2« +p - 3) * + ^^^V 

Für die in Parenthesen eingeschlossene Reihe ist aber bereits im §. 5 eine 
Bezeichnung gewählt worden, aus der sich ergiebt: 

jj 2n+p-3 

np.^] = -^; — m — ^o[/^.«]- 

Die Functionen 7^;" des §. 5 unterscheiden sich also nur durch eine Conslante 
von den obigen Entwickelungscoefficienten. 
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Diese Festsetzungen gelten, so lange die Zahl p grösser als 1 ist; um 
die Formeln, welche wir gewinnen werden, auch auf den Fall p = 1 anwenden 
zu können, machen wir, wie man schon aus der Analogie unserer Ausdrucke 
mit den bei Betrachtung des Potentials entstehenden vermuthen wird, 



n=x 



-Iog(l~2rÄ+r) = |/7i-2'r''/"[l,Ä]. 

11=1 

Wir setzen endlich fest, dass nPfi.z] für n = nichts Anderes als -i— 
vorstellt. 

§. 9. Es brauchte im vorigen Paragraphen nicht angenommen zu 
werden, dass p ganz ist; tritt aber dieser Fall ein, so gewinnt man /"[p, «] 
sehr leicht durch Differentiation aus seinen Werthen für p = i und p = 2. 
(M. vergl. §. 6.) 

Ist erstens p ungrade und von der Form p = 2cö+l, so differentiire man 

— log(l— 2rÄ+r^) = 2 -S — cos(«.arccosa) 

n=i) n 

im Ganzen a) mal nach z; dadurch entsteht 

2.4...(2cj — 2)r^ _ ^r"* /l °^co8(n.arcco8g) 



also mit Hülfe des §. 8 

(«+©)2^/ [2cö+1,äJ = -jü di^ 

Wir bezeichnen nun eine parallel mit P vorkommende trigonometrische Grösse 
durch C, indem wir setzen 

2 

C"(j5) = /"[l, a] = ~^cos(«arccosÄ), 
für n = rechts die Hälfte genommen. Dann wird 

2-/"[2cD+l,*] = i^^^. 

In ähnlicher Art findet man zweitens für ein grades p von der Form 
P = 2g)+2 durch wiederholte Differentiation aus (1— 2rÄ+0"^, mit Einführung 
der Kugelfunction 

den Ausdruck 



2«'/-[2aj+2,«] = -^^^ 



16 
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Man weiss (Handb. §. 5 und 36), dass P und C sich durch die Formeln 

^ ^ 2-/7« dz^ ' 



2n— 1 



2 
darstellen lassen; setzt man diese Werthe in die vorstehenden Formeln ein, 
so ergiehl sich als Ausdruck von /"[/>, a], resp. für grade und ungrade p: 

/" [2«>+2, a] = 2»-K^a»Ji(n + ro) Si^^f^ i 

§. 10. Zu grösserer Bequemlichkeit ist dieser Arbeil am Schlüsse 
eine Sammlung von Formeln hinzugefugt worden. Taf. L, II. und III. ent- 
halten solche, die wir hier bereits abgeleitet haben, oder die, wie einige Aus- 
drücke in Taf. IL, sich unmittelbar ergeben, auch die Definition der /* und 
ihre Beziehung zu den ly. Ferner giebt Taf. IV. einige bekannte Ausdrücke, 
welche unten gebraucht werden; Taf. VI. enthält Formeln, welche in der Arbeil 
„über einige bestimmte Integrale" im ei'**"' Bande dieses Journals abgeleitet 
wurden, oder sogleich daraus folgen. Die Taf. VII. und VIII. enthalten Be- 
ziehungen, die erst in den folgenden Paragraphen erörtert werden sollen. 
Taf. V. endlich zeigt eine merkwürdige Formel von Jacobi (No. 32, §. 43 im 
Handb.) und eine ihr entsprechende neue, die sich durch Verbindung von §. 7 
und 9 ergeben. 

Um diese abzuleiten, hat man nur die Werthe von /,;• aus §. 7 und §. 9 
einander gleich zu setzen. Für grade p erhält man dann die erste Formel 
in Taf. V., für ungrade p die zweite. Bei der Reduction hat man die ein- 
fachen Werthe zu beachten, welche nach der zweiten Formel in Taf. IV. 

n{n + m)n — -^-^ ; /7(«+eD— l)i7 — -^-^ 

annehmen, und dann für n-\-Oi einen Buchstaben m zu setzen. 

§. 11. Die bekanntesten Eigenschaften der Kugelfunctionen , welche 
sich bei den / wiederfinden, übertragen wir nun auf die letzteren. Wir be- 
ginnen mit dem Hülfssatze, dass 

—1 
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verschwindet, wenn m und n verschieden sind. Dies zeigt sich sowohl^ aus 
der Differentialgleichung der / im §.4, als auch durch folgendes Verfahren, 
durch welches man zugleich den Werth des Integrals für w = w, der nicht 
verschwindet, bequem findet. 

Zunächst ist klar, dass man nur nöthig hat das Integral für r = auf- 
zusuchen ; in der That wird nach Taf. IL der obige Ausdruck gleich 



J 



/;-'[p+2»',a]/,:-'[p+2i/,a](3^-l) ' dz, 

—1 

also gleich dem Werthe des gegebenen, wenn man in ihm y = setzt, und 
nur m^ n^ p resp. mit m--v^ n-^r, p + 2y vertauscht. 

Ist nun r = 0, so unterscheiden wir zwei Fälle ; es kann p grade oder 
ungrade sein. Wir wollen nur den letzteren hier behandeln, da der erstere 
• der einfachere, und wesentlich nichts Anderes als ein bekannter Satz für die 
Kugelfunctionen ist (Handb. §. 52). 

Es sei also p = 2a?+l, und ferner m<Cn. Nun ist nach §. 7 

'2n4-2n7— l 



P 



—2 



_ J7(n-fp-2) d"(5'-l) 



(.^-.1) ^ I.:lp.^]=n^^2) d.'^ 

berücksichtigt man, dass /'"[p^^] vom m'^" Grade nach z^ und dass m<Z.n 
ist, so wird unser Integral, wenn man «mal durch Theile integrirt. Null geben 
und erst dann eine nicht verschwindende Grösse, wenn man m = n setzt. 
Diese Grösse ist dann 

oder nach Taf. IV. 

p-2 



2 



^„?i±i^')' 



Für grade p hätte man denselben Ausdruck für unser Integral erhalten; aus 
dem gewonnenen Resultate ist die Taf. VII. gebildet. 

§. 12. Die Formeln des §.11 benutzen wir, um {x+zy^x'—iy^ 
wenn n ganz ist, inline Reihe zu entwickeln, welche nach Functionen /"*[]»,«] 
mit veränderlichem m aber festgehaltenem p fortschreitet, d. h. in eine Reihe 



»=s=tl 



(a.) (a;+«|V-l)" = -^««/-[p,«], 



m=ii 
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wenn die u von js unabhängige Werthe, die natürlich noch von x abhängig 
sind, vorstellen. Zunächst ist die Möglichkeit einer solchen Entwickelung 
nach /"*, weil sie ganze Functionen m*^" Grades sind, klar; unsere Aufgabe 
besteht nur darin, die u zu bestimmen. 

Ist p eine ungrade Zahl 2cD-f-l, so leitet man die gesuchte Formel 
durch blosse Differentiation nach z aus der bekannten für p=l geltenden (Handb. 
§.43, No. 33,a) ab: 

jj^^^x + cosyj)X \) - nnnn^^:Zin(n + m)n(^n-m) 

Setzt man hier z fär cosi|M und drückt die Functionen P und die Cosinus der 
Vielfachen von iff durch die allgemeineren Zeichen / aus (Taf. I. und II.), so 
lautet die vorstehende Formel 

Man differentiire diese cDmal nach z, nachdem man vorher n + üü für n gesetzt 

hat, dividire durch (|/a?'— 1)^ und benutze Taf. III. und IL; dann entsteht die 
für ungrade p geltende Formel 

(^+^ y^l^Zl )** ^ 2-+^-^ 77» 77^^^ ;i"_^ ^l:[p^i,x]I-[p,z]. 

§. 13. Dieselbe Formel gilt für grade p, wie sich durch eine andere 
Methode zeigen lässt, die etwas mehr Rechnung als die frühere erfordert, die 
übrigens auch für ungrade p hätte angewandt werden können. 

Es sei also p = 2(D + 2\ wir multipliciren (o.) im §. 12 mit 

I''[p,z](z'-i)^^^-'^dz 
und integriren nach z von —1 bis 1. Dadurch entsteht aus der rechten Seite 
von (a.), nach Taf. VII., w«c"*[/?]. 

Die linke Seite von (a.) liefert nach Taf. III. 

also nach Taf. V. 

Integrirt man mmal durch Theile und setzt dann unter dem Integrale e = cosV'^ 
so entsteht 

^^ n^n^nOnCm + u^^L J (^ + C0SV/»^a.^-ir-Sin--^^-^>#, 



Heine, Specielle Lamesche FuncHotien. 127 



und nach Taf. VI. 



nn n{n + ö)/I(m + 2€3) 



Achtet man darauf, dass die beiden letzten, x enthaltenden Factoren nach 
Taf. IL nichts Anderes als I^lp+i^iX] sind, so erhält man nach Division mit 
c"'[/i] den Werth für u^. Es ist nicht erforderlich ihn hier noch besonders 
aufzuführen, da er in der That, wie oben behauptet wurde, mit dem Factor 
von /"•[/?,«] in der Formel am Schlüsse des §.12 übereinstimmt. 

§. 14. Setzt man 

cos/i = cos^iCOsv/i+sinj?iSinV'iCOsy2, 
so lässt sich bekanntlich für p = 2 die Function /"[p, cosyi], d. h. /^(cos/j) 
in eine elegante, nach Cosinus der Vielfachen von ^2 fortschreitende Reihe 
entwickeln. Eine ähnlicjie Reihe existirt für alle p^ die grösser als 1 sind; 
wir leiten sie zunächst für grade p durch Differentiation aus der bekannten für 
pz=:2 geltenden ab, also durch eine Methode, die man aus §.12 schon kennt. 

Die erwähnte Laplacesche Formel heisst in nnseren Zeichen (m. vergl. 
Handb. §. 67, No. 49) 

wenn man 



Ä = xx^—y^a;^— l}/a?J— 1 
macht. Setzt man in derselben n+cD für n^ differentiirt cömal nach y, dividirt 

darauf durch {yx^—i^xl—i)^^ und reducirt durch Taf. I— III., so entsteht der 
zunächst für grade p geltende Ausdruck, in dem man wieder j5 = cos/i, 
X = cosi?i , Xi = cosi^i, y = cosy2 gesetzt, hat. 



■»=» 



/"[p, cos/J = -2" lC[p]IZip, cost}t]l:[p, cosViJZ-b-l, cos/j], 



m=0 



Wir machen noch auf den einfachen Zusammenhang der k mit den c 
in Taf. VII. aufmerksam. Man hat nämlich offenbar 



K[p]oi{p] = (-i)K.-)|^±£^,/a. 
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§. 15. Ehe wir zeigen, dass die vorsiehende Reihenentwickelung 
auch für ungrade p gilt, bemerken wir, dass, sobald sie gilt, also zunächst 
für grade p^ man auch hat 

/.. n(n)n^ 

J P[p, cosyJsin'-V^rf^ = 2'-yn jj^^j^^l^^ I^'lp. ^0S7u]r[p, cosV'i]. 

Für p = 2 ist dies der bekannte Satz von Legendre im Handb. §. 67, S. 176. 

Man beweist diesen Satz auf der Stelle, indem man die unter dem 
Integrale befindliche Function /"[p, cos/J nach Anleitung des §. 14 in eine 
nach /"•[/?— 1, cos ;^2] 9 mit veränderlichem m fortschreitende Reihe entwickelt, 
darauf mit /'^[/?— 1, cos/j]? also einer Constanten, und mit s\n^'^y2dy2 mul- 
tiplicirt, und nach ^2 von bis n integrirt. Die rechte Seite reducirt sich 
dann, nach Taf. VII. , auf das einzige Glied 

das in demselben vorkommende Integral ist, bis auf das Vorzeichen, c"[p— 1]. 

Anmerkung. Wegen einer Anwendung in dem dritten Abschnitte 
§. 21 mag hier erwähnt werden, dass zur Ableitung des Satzes es nicht er- 
forderlich ist, die Reihe des §.14 vollständig zu kennen; eine ungefähre 
Kenntniss reicht hin. Dass /"[/?^cos;^i] in eine nach /*"[/?— 1, cos/a] fort- 
schreitende Reihe entwickelt werden kann, ist ohne Weiteres klar; zur Ab- 
leitung unseres Satzes genügt es schon, wenn man weiss, dass das O**' Glied 
(d. h. dasjenige, welches »1 = entspricht) von der Form 

<?/"[/?, cosrii]r^[p—i^ cos;^2] 

ist, wo e kein rji und ;^2, also nur noch xpi und Conslante enthält. Unser 
Integral, welches an der Spitze dieses Paragraphen steht, wird nun, da man 
aus Taf. VII. weiss, dass nur das 0*' Glied der Reihe in Frage kommt, 

ael^'lp^ cosiy,], 
wenn man setzt 

a = / /^^[p— 1, cosyjsin**""^;^«//. 



Macht man tji = 0, so wird demnach 

/-[p, cosv^jy^in^-^rf;^ = «<?/"[>, 1], 

u 

woraus sich mit Hülfe von Taf. I. sofort ae ergiebt. 
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§. 16. Indem wir nun die Formel des §.14 für ein ungrades p^ 
von der Form p = 2cö + 3* ableiten^ wollen wir zur Bequemlichkeit des Druckes 
die Anzahl der Indices vermindern, und als Argument von /" 

cosy = cos ry cos v^4- sin ly sin i// cos /i 

wählen; es wird ferner eine Grösse 

costJ = cos ;^i cos öl + sin ^1 sin öl cos ö 
eingeführt. 

In der Formel des §. 9 unsrer Arbeit über einige bestimmte Integrale 
(Band 61, pag. 356 dieses Journals) setzen wir p für n und 

a = cosTj — rcosyj, 

a, = sini^—r sini/^cos;'i, 
«2 = — rsinv^sin^i, 

a^ = a^ = etc. = a^ = 0; 
dann wird aus derselben die Gleichung erhalten 

1 



n 



(1— 2rco8y-fr') ^ 
P-2 



~ JL J ^J [(cosiy+tsiniycosö,)— r (cos v+t sin V^ cos 5 )]''"* ' 



2n 
WO b ein p— Sfaches Integral 



/ sinöj . . . sinöp_2rfÖ3 . . . rföp_i 



2« ä 



n^-* 



2 

bezeichnet. Entwickelt man nun auf der linken und rechten Seite nach auf- 
steigenden Potenzen von r, so findet man nach Taf. I. 

/.r 1 _ iI(n+p-2) f" JtfBJiH-^g.dg, 

I Lp,cos;^J - — — — -^^3j-y (co9,+i8in,coB<*J-+^- ' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

M = /^(cos V + i sin V cos d)* sin»^* 6 dd. 

I) 

Zunächst kann M von dem Integralzeichen befreit werden; macht man 
nämlich 

(cosV'+isinv^costf)" = 2:u^I''[p— \^ cos S]^ 
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Jacobischen Formel 



i p^ cW _ 1 

welche man in unserer früheren Arbeit über einige bestimmte Integrale 
kennen lernte. 

§. 17. Wir stellen nun die Bezeichnung des §.14 wieder her. Die 
dort gewonnene Formel, welche jetzt für grade und ungrade p gilt, setzt nur 
voraus, dass die ganze Zahl p nicht unter 2 herabsinkt. Ist p >» 2, so kann 
man dieselbe Fundamentalgleichung wieder anwenden, um die in ihr vor- 
kommenden Grössen /"'[p— l,cosy2] noch weiter in ähnliche Reihen zu ent- 
wickeln. Ist p>>3, so kann dasselbe Verfahren noch einmal wiederholt 
werden, u. s. f. Aus dem einfachen Satze des §.14 hat man demnach so- 
gleich den allgemeineren: 

Ut 

cos/i = cosi?iCOsv^i + sin »7i sin v^i 003^2 9 
cosy2 = cos ??2 cos V^2 + sinij2 sin 1/^2 cos 7^3 , 



cos/p-i = cosi?p_iCosV'p-i+sin^p_iSinV'p_iCOsyp, 
so entsteht /"[p, cosyj aus dem Producte 

K.H. V.I^'p-' [l.cosy,], 
wenn gesetzt ist 



«. 



H = ClP> cos»?i]/,"'[/>-l, cos»?,] . . . /^'"'P, cos 17^1], 

V = /" [p, cosVi]/"'|>-l, cosv,] . . . /r'~'[2, cosVp-i], 

durch Summation über alle nicht negativen ganzzahligen Werthe (incL Null) 
f>on Wi, «2, etc., fip_i^ für welche 

n— »1, «1— «2, etc., ««-2 ■" ''p-i 

mcM negativ werden. Die Ansaht der Glieder, aus denen I'[p, cos yi] be- 
steht, ist also 

(n+<)(«+2)...(«+P-0 
1.2...(p-l) 

17* 
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§. 18. Nennt man die Kugelfunction 

P" (cos v^ cos ö + sin yj sin 6 cos (öj — tpi)) 
zur Abkürzung P, dieselbe Function mit den Argumenten 

cos rjcosd + sin t] sin cos (öi — rji) , 
cos ij cos v^ + sin »7 sin y cos ( i//i — i?i) 
resp. /'i und P29 so sagt ein bekannter Satz, dass 



ist. Wir können dies auch so aussprechen: Sind die a und b solche Con- 

stante^ dass 

a'+a]+ai = i, b'+b]+b] = i, 

und bezeichnet man die Functionen P" mit den Argumenten 

ax+aiXi'\-aiX2^ bx+biXi + b2X2^ ab + Oibi+chbi 

resp. durch P, P^, P29 so ist 

p ^ 2n + i fpp dxdx^ 

wenn das Doppelintegral rechts sich über alle Werthe x und Xi erstreckt, 
für die x^+x]+Qi:i = i ist. 

Die Verallgemeinerung dieser Formel giebt einen entsprechenden Satz, 
den wir hier beweisen wollen: Sind die Constanten a und b so beschaffen, dass 

aHai+etc. + ö^ = l, 6' + 6I + etc. + 6^ = 1, 

bezeichnet man femer die drei Functionen /?'•' Ordnung /^"[p, «], deren Ar- 
gumente z resp. 

oa: + Ol Xi+ etc. +apXp, 

bx+biXi+ etc. +bpXpy 

ab + aibi+ elc. +apbp = cos;' 

sind, durch /, /i, /j, so wird 



p 



/'j j dxdx^...dxp^x __ 4fi^ , 

^ ^* ^: ~ 2«4-ü-.l ^^' 



Zp 2ii + p— 1 

wenn das pfache Integral auf der Linken sich über alle Werthe x, a^i , . . . , Xp_i 
erstreckt, für welche die Gleichung stattfindet 

a:^+iPi + *" + iPp = 1. 
Zum Beweise kann man ^ sich des Satzes im §. 1 1 der Arbeit über 
einige bestimmte Integrale bedienen ; setzt man dort p +1 statt n, so sieht man, 
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dass das vielfache Integral, welches wir hier betrachten, sich auf das Doppel- 
integral 

ZIq" / / [p> C08(/)]8iii''"*(pciy / /"[p,co8yco8y+8iny)8inyi'08<y),]8in^— Vi^Vi 

reducirt. Nach §.15 lässt sich das innere Integral ausführen, und giebt zu- 
nächst einen constanten Factor, der mit der Constanten vor dem Doppelintegral 

verbunden ^ 

1 AnJ' 



cIp] 2n+p— 1 

liefert, dann /"[/?, cos y], und endlich /"[/^cosy], welches unter das äussere 
Integral tritt und dies zu c^'^p] macht. 

Man hätte denselben Satz auch mit Hülfe der einfachen Beziehung 
beweisen können, welche nach der Bemerkung am Schlüsse des §.14 zwischen 
c und k besteht. 



Dritter Abschnitt. 

§. 19. Der Ausdruck 



genügt, wie man weiss, der Differentialgleichung 

wenn die a irgend welche Constante bezeichnen; zur grösseren Bequemlich- 
keit im Ausdrucke nehmen wir an, es sei 

ö^+fli+*"+öp = 1. 
Wir schliessen femer der Kürze halber den Fall p = 1 aus, in welchem man 
bekanntlich statt einer Potenz für T einen Logarithmus zu nehmen hat. 
Setzt man 

5 = fXy Si = fXi^ . . . , S'p ^^ ^*^py 
X = COSV^j, , ö = COSIJi, 

Xi = sin^iCOsv^2 9 «1 = sini?iC0Si?2? 

a?2 = sin ^1 sin ^2 cos ^3, etc. etc. 



Xg^i= sin v/i sin V/2 • • • sinv/p_iC08Vp^ 
a?p = sinv/iSinv/2. . . sinv^p^isiny/p. 
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so wird die Differentialgleichung^ der nun 

1 



genügU durch Transfonnation von (5.) in die neuen Coordinaten gefunden. 
Es hat hier cos;^i dieselbe Bedeutung wie im §. 17, dessen Bezeichnung wir 
in diesem Abschnitte beibehalten; nur ist hier %—% für y^ zu setzen. Die 
Ausführung der Rechnung* welche ich der Güte eines hiesigen Freundes ver- 
danke, giebt folgende Gleichung für 7: 

er L er J cer, Lm, c^, J oipp Ln^ OtppJ 

Hier ist zur Abkürzung gesetzt 

J = r'sin^^U'iSin^^V'i . • • sin^'^^i, 

9h = r'sin^i/'i. 



9ip = r sin^ V'i ^^^^ V'.' • • • sin* V'^i . 
Entwickelt man nun T nach aufsteigenden Potenzen von r^ so genügt der 
Coefficienl von r\ also auch /"[/>, cos y,] der Gleichung 

,6.) = »(»+p-l)/+F-^j^^^.[sin-V.-^], 
in der gesetzt ist 

ri = 1, — = vsin Vi sin Vi . . . sin y^._i )*. 

Im speciollen Falle i;i = wird yi = y'i, also unabhängig von y^, etc., 
so dass /"[f^^cost/'i] der Gleichung genügt 

§. 30. Die Function /•[/>, cosyj ist ganz und vom Grade n nach 
CO»;-,* also auch* wogen der Zusammensetzung von cos^i aus den x, ganz 
und vom (Jnulo h nach x, X|, etc. Die einzelnen Potenzen von cosy,, die 
in /- vorkomnuMU sind dio »'', »— 2^ etc., aber nicht die «— l*%fi-3*% etc.; 
JimIo Polonz einzeln in die x umgesetzt giebt eine homogene Function der- 
selben* *o dass also unser /• die Summe von homogenen Functionen »**", 
H T''\ olc. Grade» der x ist oder, weil 

xHxl+etc+o:; = 1, 

i*lne homogene Function der x vom i»***" Grade. 
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Wir wollen nun die Form der allgemeinsten homogenen Function der 
X vom n^^" Grade suchen, welche der Gleichung (6.) genügt; sie heisse JC^"\ 

Eine ganze Function der Grössen cosv^i, cosv^29etc.; siny/^, siny/j, etc., 
welche (6.) genügt, ist offenbar die Summe von Gliedern 

^{L cos {%^^%) + itf sin («^1 %)) , 
wenn L und M wilikflrliche Constanle vorstellen, und die Summation sich 
über die n in derselben Art erstreckt wie im §. 17. Diese Summe werde 
vorläufig Z genannt; es wird sich zeigen, dass Z mit X^"^ übereinstimmt. 

Da für «p_, = das Glied von Z^ welches den Sinus enthalt, ver- 
schwindet, so wird man alle Glieder von Z erhalten, wenn man bei der 
Summation in dem ersten Gliede von Z (dem Gliede, welches die Cosinus 
enthält) allen n die Werthe giebt, welche ihnen nach §.17 zukommen; in 
dem zweiten Gliede von Z kann man aber den Werth «p_i = fortlassen, also 
über «j, w^, etc. iip_, erst von 1 an bis n, natürlich wieder so summiren, dass 

n — «1, Ui — »2, etc., iip_2 — Wp_i 

nicht negativ werden. Man sieht hieraus, dass in Z im Ganzen 

(n+l)(n+2)...(:ii + y>-l) + n(n + 1)...(n + p~2) _ 

i.2.3...(p-i) ~ 

willkürliche Constante L und M eintreten; §. 23 zeigt sich, dass diese a 
Constante sich nicht zu einer geringeren Zahl zusammenziehen. 

§. 21. Ehe wir weiter gehen, wollen wir in diesem Paragraphen 
über einige Sätze handeln, die im vorigen Abschnitte bereits abgeleitet sind: 
es wird hierbei klarer werden, wie die Uebertragung der Laplaceschen Metho- 
den von dem Falle p=^2 auf den allgemeinen sich zu der Uebertragung der 
/acofrfschen, die man im zweiten Abschnitte kennen lernte, gestaltet. 

Den Satz des §.11 über 

p-2 



f 



—1 

kann man auch aus der Differentialgleichung der II im §. 4 auf die bekannte 
Zaptocesche Art vermittelst Integration durch Theile herleiten. Hier zeigt 
sich sofort, dass das Integral verschwindet, wenn m und n verschieden sind; 
sein Werth c;[p] in Taf. VII für i» = fi lässt sich durch dieselbe Methode, 
indem man die Glieder genauer betrachtet, welche bei der Integration durch 
Theile vor die Integrale treten, aber nicht ohne Schwierigkeit ermitteln. 

Nimmt man an, dass /"[p, cos^i] die Form von Z im vorigen Para- 
graphen besitzt, so lässt sich die Reihe des §.17 auch auf folgende Art auf- 



136 Heine, Specielle Lam^sche Functionen. 

finden: Zunächst sieht man leicht ein, dass / dann die Form haben muss: 

wenn L wieder Constante bezeichnet, und die Summation in der früheren 
Art ausgeführt wird. Hieraus beweist man den Satz des §.15 auf die Art, 
welche man dort in der Anmerkung findet, und dann den Satz des §.18 
nach der Methode, welche in jenem Paragraphen angegeben ist. Aus diesem 
und dem Satze des §.11 folgt nun unmittelbar 

also mit Berflcksichtigung des einfachen Zusammenhanges der c und k (§. 14) 
wird L = K, wie man es im §.17 findet, oder i = 0. Erst eine besondere 
Untersuchung zeigt, dass kein L verschwindet. 

§. 22. Wir kehren nun zu den Betrachtungen des §. 20 zurück. Aus 
dem ersten Theile des Satzes im §.11 folgt sogleich, dass 



(a \ CyZ ^^i'"^p-' 



verschwindet, wenn man die Integration über alle Werthe x, Xi^ etc., Xp_i 



ausdehnt, für welche x+xi+eic.+xl=i wird, und Z unseren Werlh 



p 



im §. 20 vorstellt, Y aber eine Function derselben Art, welche zu einem 
Werthe m gehört, der von n verschieden ist. Das Integral verschwinjiet 
offenbar noch immer, wenn für Y und Z verschiedene Glieder aus dem Aus* 
drucke gesetzt werden, der im §. 20 mit Z bezeichnet wurde, und auch im 
Folgenden so heissen soll. 

Nimmt man noch den zweiten Theil des Satzes im §.11 hinzu, so 
beweist man auch leicht, dass 

4n^ 






2n + p—i 

ist, wenn Z den Werth bezeichnet, welcher aus Z dadurch entsteht, dass man 
alle ip mit t] vertauscht (§. 19) oder alle x mit a^ und wenn man so in- 
tegrirt, dass a^+a]+ elc. +al gleich 1 wird. Einen speci eilen Fall von (6.) 
hat man bereits im §.18 kennen gelernt. 

Da /"[p, cosyj eine homogene Function «**"* Grades der x ist, so wird 
nach (6.) auch Z dieselbe Eigenschaft besitzen, indem Z nur Constante nach 
den X, nämlich die a enthält, welche in /"[p^ cos/] nur in ganzen Potenzen 
auftreten. Wir haben also das neue Resultat: 



k. 
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Die im §. 20 angegebene Grösse Z ist eine homogene Function n^'" 
Grades der x, 

§. 23. Die a Grössen L und M in Z sind dort mit eben so vielen 
Grössen yf^cos{np_itpp) und ?P'sin(«p_ii//p), die für den Augenblick W|, u^^ etc., 
Ua heissen sollen, multiplicirt, zwischen denen keine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten CoefHicienten stattfinden kann. 

Denn wäre biUi+b2U2+etc,+b„u^=0 eine solche Gleichung, in welcher 
die b also numerische Constante vorstellen, so würde man vermittelst (a.) und 
(6.) im §. 22, durch die ganz bekannte Methode der Coefficientenbestimmung 
finden, dass jedes b Null sein muss. 

Kann man nun, wie es pag. 138 geschieht, nachweisen, dass X^"*^, d. h. 
dass die allgemeinste Function n**"" Grades der x, welche (6.) genügt, höchstens 
a Constante linear enthält, mit anderen Worten, dass X^"^ die Form hat 

öi«'i + Ö2«'2+ etc. -\-ajVjy 

wo die a willkürliche Constante, die v bestimmte Functionen der x sind und 
T^o ist : so folgt hieraus bekanntlich die Uebereinstimmung f)on X^"*^ und Z. 
Denn zunächst folgt, dass jede der o Grössen u (s. oben) sich als lineare 
Verbindung der v darstellen lässt, dass also z. B. 

(m) , (m) (m) 

aus dem Anfange dieses Paragraphen erhellt, dass zwischen den a rechten 
Seiten des Gleichungssystemes, welches man aus der obigen Gleichung für m=l, 
etc., m=o findet, keine lineare Gleichung besteht. Hieraus geht hervor, dass 
r = rr, dann aber, dass jedes «?, also auch dass 

JfC") = a,«?, + a.,«?2 + etc. +a,«?r 
die Form hat 

X^*> = biUi + b2Ui + e{c, + boU„. 

Es ist offenbar r^Z"" eine homogene Function «**"" Grades der i', welche 
(5.) genügt, r^X^"^ die allgemeinste homogene derartige Function. Wird noch 
der oben erwähnte Punkt über die Anzahl der Constanten in X^"^ und zu- 
gleich über die Art ihres Auftretens bewiesen, so hat man also den Satz: 

Die allgemeinste homogene Function der x rom «''" Grade^ welche (6.) 
genügt, ist 

Xin) ^ 2:'^{Lcos{np^,%) + Msm{n^,%)); 

die allgemeinste homogene Function n^^" Grades der ^, welche (5.) genügt, ist 
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r^X^"^. Es bedeuten hier L und M im Ganzeti 

a - (2/i+p-l) i.2.3...(p-i) 

willkär liehe Comtanten; ferner ist 

^ = C.iPy cosv^J/„"'[/?-l, cosv'2] . . . KlZ]^^' cosi//^i] 
und die Summation über alle nicht negcUiven Werthe Wi, «2? etc., w^ zu er- 
strecken, für welche 

n—n^^ ni — Ui-i ^^-^ f^p-i—^p 
nicht negativ wird. 

Um nun schliesslich das Fehlende über die Anzahl der ("onslanten 
nachzutragen, welche r^X^"^ besitzen kann, bezeichnen wir 

•2 I ritt 1 ^tc. -j- 



mit JV, suchen also die aligemeinste Form einer homogenen Function //"' 
Grades V von den §, welche der Gleichung 

(c.) ^ + JV = 

genügt. Indem man V nach Potenzen von ^' ordnet, kann man setzen 

V = f. + §fn^i + ffn-.2+e[C.+§^-'f, + ^%, 

WO /;,, /*!, etc., f„ homogene Functionen resp. des Grades 0, 1, etc., n von 
^',, $2? etc., i*« vorstellen. Die Gleichung (c.) verlangt dann, dass man habe 

= 1.2./-_2+2.3.^7«-^ + ... + (/*-l)(w-2)$--Y,+ /i(f^-l)^^^^^^^^ 
d. h. dass das System von Gleichungen erfüllt werde: 

1.2./;_J=^A, 2.3:/:_3- //;.-n etc., n{n-i)f, = Jf,, 
Es sind also f„ und /*„_, ganz willkürliche, nur nach der Festsetzung homogene 
Functionen des Grades n und n—i von den /? Veränderlichen ^*i, •?2^ etc., 1^: 
die übrigen f folgen aus diesen beiden durch die obigen Gleichungen. Eine 
Function wie f^ oder f^_i ist aber eine lineare Verbindung von ganzen Po- 
tenzen der I mit resp. 

(n-,-0(n + 2)...(n + p-l) ti(n + \)...in + p-2) 

i .2...(p-l) ' i.2...(p-l) 

Constanten; hieraus folgt, dass V wirklich nur a Constante, und zwar in der 
oben angegebenen Art enthalten kann. 
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m~x> 



1- ^ J=T - -^^fflp,,] (;,>!) 



M — « 



log(l-2ra + r) == v'ti :s-r"/"[l, «] 



n-rj 



«/"[1,3] = -^i^ für » = 

2 
/"[l.js] = -^-cos(w.arccos^) r=: C"(^) (w>0) 

/"[2,a] = P"(s) 

r»r„ IT _ 2 JT(p + n-2) 

L/*' *J ^„ 7InJ7(p — 2) 



»• x5.-LP,aj-2 2C2n+p-3) ' "^ 2.4(2«+p-3)(2ii+p-5) * ~^'*'- 

/:[p,3]-(i'?=Tr3:[/»,Ä] 

/.; [P, 3] = 33 [/>, a] /." [2, «] = /*; (a) 

3: [/»,»]= 3:t: [/» - 2m, «] = ar" [/» + 2^ »] = /:- [p+2y, z] 



j,j *!ZlM- = 2"/— [/>+2m,»] 



rfs" 



2''/''[2äJ+l,Ä] = 



rf»«' 



2«'/-[2öJ+2,a] = ±JL^ 



^ ' _2n— 1 ds" 

• nJI 



2 

^ ' v"y TT« w*» 



iln dz* 



18 
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IV 



1.3.5...(2«-1) = 4^/7-?^ 

/n 2 
sin" (pd(p == }/7i 

TT — 

^^ 2 
1} ganz und positiv. 



V. 



(a'— 1)°' d-+^(3'—i)- 1 rf— «'(s'-l)' 



2ro— 1 _ 2«— 1 _ 2n— 1 






2 



j7-^n(p+«-2) 

VI. /"[p,cosy] = — nnnn(v-Z) y (cosy+isinycosö)-sm'-*drftf 



«7Tn77(p-2) ^, 



^JTniI(p — 2) y (cosy + tsinycosö)»^^-* 







n£zln.2«+P-^ 



y(cosy+isinyco8Ö)-sin'Örfö = '^^ ,^ 2^+" /;[/>+ 2, cosy] 



nCp + n) 



VII. y*'/r[p, a] /;[/>, «](«'-! )"■' rf« = (m<«) 

—1 

c"[p]=/V"[p,«])*(«*-i)'^rf* 

—1 
—I 

""' •» J7(n+p-2) 



c"[p] = (-i) 2n + p-i 71« 



„ — ''kM = (-1) (-äw+p-i) — 7 ^+p-j y — 

Ausnahme: «*c"[l] = — » für n = 0. 
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vm. ^"+\^"if^^" =2^-^"-^^" , ,frrt^r\ ,, /;b+i,x]/-[f>,.] 

2n+p— 2 y^f) n(n — v)n(n-{-v-{-p — i) 't-ri » j ir* j 



J7nJ7 



y—n 



I'[p,cosy] = 2^y[p]I'[p,cosT]]l;[p,cosf]I''[p-i,coayi] 



r=0 



(jj2n±p-^ 



Vn JT(n~-r)iI(w + v+p— 2) 

cosy = cos??cosv+sm??sln^cosyi 

„ «P— 3 
1 Z« ' '^"^ 2 

/"• [p, ax-\-aiXi+e\c.-\-apX^ /" [p, ftoj+Mi+etc+fe^arp] ^-^ — ^=^ = (m<;«) 

= 2n+p-i ^"l>.<^^+«A^+etc.+qp6J (1»=«) 
wenn «HaJ+etc + aJ = 6'+6j+etc. + 6' = 1 






üj 4" *Pi 4" • • • 4" *Po = !• 



Halle, November 1862. 
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Heber die Stei/iersehen Gegenpuiikte, welche durch 
zwei in eine Ciirve zweiter Ordnun<^ beschriebene 

Dreiecke bestimmt sind. 

(Von Herrn ron Siaudt in Erlangen.) 



1. JLlcr Schniltpunkl der drei Geraden, welche die Eckpunkte eines 
in eine Curve zweiter Ordnung beschriebenen Dreiecks mit den Polen der 
ihnen gegenüberliegenden Seiten verbinden, soll der Kürze wegen der Pol 
des Dreiecks, die Polare dieses Punktes aber zugleich auch die Polare des 
Dreiecks in Hinsicht auf die Curve heissen. 

2. Liegen zwei Dreiecke AiA2Ai. ß, /i>/?j. welche in eine und die- 
selbe Curve zweiler Ordnung beschrieben sind, perspeclivisch. so dass also 
die drei Geraden ^4,J5,. ^^JS^. AyB^ in einem Punkte S sich schneiden, so 
sind die Pole der Dreiecke entweder durch den Punkt S und dessen Polare s 
harmonisch getrennt« oder sie fallen mit dem Punkte 8 oder mit einem Punkte 

der (leraden s zusammen. Da nämlich in dem involutorischen ebenen Svsteme. 

« 

dessen Ordnungspunkt der Punkt S und dessen Ordnungslinie die Gerade s 
ist. den Punkten ^4,. -1». A^ die Punkte Ä,. li.. B^ und den Geraden^ w^elche 
die Curve in den ersteren Punkten berühren, die Geraden zugeordnet sind, 
welche die Curve in den letzteren Punkten berühren, so ist in dem erwähnten 
Systeme auch dem Pole des einen Dreiecks der Pol des anderen zugeordnet, 
woraus der Satz folgt. 

Wenn die Gerade AiBi durch den Pol von A^A^ geht, folglich die 
Punkte Ain A2. B^. A3 aus jedem Punkte der Curve durch einen harmonischen 
Strahlenbuschel projicirt werden, so geht die Gerade BiA^ durch den Schnitt- 
punkt R von AiBi und s, welcher zu den drei Punkten .4,. S, B^ der vierte 
harmonische Punkt ist. Ist der Punkt <S der Pol des Dreiecks AiA^A^ und 
also auch des Dreiecks B1B2B3. so sind auch die Geraden ^sJ^j. A^Bi durch 
die Geraden A:iB,. A3A2 and mithin die Punkte S^ Bi durch den Punkt 72 
und die Gerade A^A^ harmonisch getrennt. 

3. Durch eine Cnrve zweiter Ordnung, einen in ihr liegenden Punkt 
Ax und einen von ihr eingeschlossenen Punkt S ist ein in die Carve be- 
schriebenes Dreieck bestimmt, von welchem der erstere der gegebenen Punkte 
ein Eckpunkt, der letztere aber der Pol ist. 
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Es sei 8 die Polare des Punktes <S und U der Pol der Geraden SJ,. 
welche die Curve in noch einem Punkte J?, schneidet. Es werde ferner die 
Curve von demjenigen Strahle des Büschels Uy welcher vom Strahle s durch 
die Punkte S, B^ harmonisch getrennt ist, in den Punkten A^^ A^^ von der 
Geraden SA^ auch noch im Punkte JBj und von der Geraden 5^3 auch noch 
im Punkte JB3 geschnitten. Da nun die Gerade A^B^ durch den Pol von ^2-^3 
geht, so geht die Gerade A^B2 durch den Schnittpunkt R von AiBi und h. 
Weil ferner die Punkte S, Bi durch den Punkt R und die Gerade ^3^2^ 
folglich die Geraden ^3-63, A^Bi durch die Geraden AzB2'i A^A^ harmonisch 
getrennt sind, so geht die Gerade AiBo durch den Pol von BiB^ und also 
auch durch den Pol von AiA^^ daher der Punkt S der Pol des Dreiecks 
AiAnAi ist. Und wenn der Punkt S der Pol des Dreiecks AiA.A^ sein soll, 
so muss die Gerade A^A^ durch den Punkt U gehen und (2) von der Geraden 
s durch die Punkte S, B^ harmonisch gelrennt sein. 

4. Wenn zwei in eine und dieselbe Curve zweiler Ordnung be- 
schriebene Dreiecke ^^^^j J3, B B.B^ einen gemeinschaftlichen Pol P haben 
und in der Curve der Sinn A^A^A^ mit dem Sinne BiB^B^ übereinstimml, so 
schneiden die drei Geraden AiB^^ ^2^3^ A3B2 die Polare p des Punktes P 
in einem und demselben Punkte. 

Es sei Si der Schnittpunkt von A^Bi und /?, so kann man in die Curve 
ein Dreieck B^D^D^ beschreiben, so dass die drei Geraden A^B^^ AiD^^ A^Di 
im Punkte S^ sich schneiden, dessen Polare durch den Punkt P gehl, daher 
(2) dieser Punkt auch der Pol des Dreiecks B^D^D^ ist. Da ferner im Punkle 
S, zwei reelle Tangenten der Curve sich schneiden, mithin in dieser der 
Sinn B1D2D2 mit dem Sinne A^AiA^ und also auch mit dem Sinne ByB/B^ 
tibereinstimmt, so muss (3) der Punkt 2)3 mit B2 und D^ n)il B^ zusammen- 
fallen, woraus der Satz folgt. Ebenso wird die Gerade p von den drei 
Geraden^2J?2^ A^3^ -^3^1 in einem und demselben Punkle S2 und von den drei 
Geraden ^3^3, A^Bo^ A2B1 in einem und demselben Punkle S3 geschnitten. 

5. Die Eckpunkte von zw ei in eine und dieselbe Curve zweiter Ord- 
nung beschriebenen Dreiecken ylj^j^s^ BiB2Bi sind die Eckpunkte von sechs 
Sechsecken, deren keines mit einem der Dreiecke eine Seite gemein hat. Die 
Gerade, welche den Schnittpunkt von AiBo und AjJ?i mit dem Schnittpunkte 
von A2B3 und ^31^2 verbindet und also auch durch den Schnittpunkt der bei- 
den übrigien Seiten des Sechsecks A1B2A3B1A2B3 geht, soll durch (ßßß'\, 

I • 3 
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die Fotfca/sche Linie desjenigen der erwähnten Sechsecke, in welchem den 
Punkten ^29 ^39 ^1 die Punkte J?i, JB29 Bz gegenüberliegen, durch (5*5*5*) 
bezeichnet werden, u. s. w. 

Ebenso kann man, wenn ^i, 1773, 1113, ^i, 1S2? ^3 sechs Strahlen eines 
Sirahlenbündels zweiter Ordnung sind, den Punkt, welcher mit je zwei ein- 
ander gegenüberliegenden Eckpunkten des Sechsseils mi^s^^i^^^s in einer 
und derselben Geraden liegl, durch (^^^^"^A bezeichnen. 

6. Wenn von drei in eine und dieselbe Curve zweiler Ordnung be- 
schriebenen Dreiecken A^A.A^^ JBiJJjÄs, C1C2C1 jedes der beiden ersteren 

mit dem dritten perspektivisch liegt, so geht die Gerade (ßß^ß^ sowohl 

durch den Schnittpunkt S der drei Geraden ^iCi, ^2^2, A^^C:^ als auch durch 
den Schnittpunkt T der drei Geraden Bß^^ Bfii^ B^C^, 

Da nämlich zwei einander gegenüberliegende Seiten des Sechsecks 
A1C1BXA2C2B2 im Punkte S^ zwei andere solche Seiten im Punkte T sich 
schneiden, so geht die Gerade ST auch durch den Schnittpunkt der beiden 
übrigen Seiten AiB^^ A2B1. Ebenso lässt sich beweisen, dass die Gerade ST 
durch den Schnittpunkt von A2B3 und ^13^2 g^ht, woraus der Satz folgt. 

7. Wenn zwei in eine und dieselbe Curve zweiter Ordnung be- 
schriebene Dreiecke ^1^4^ ^3, BiB^B^ verschiedene Pole P, Q haben, so 
schneiden sich die drei Geraden 

fÄ,A,A,\ fÄ,Ä,A,\ fA,A,A,\ 
\B,B,Bj' \B,B,BJ^ \B,B,BJ 

in dem einen und die drei Geraden 



(A,A,A^\ (A,A,A,\ (A,A,A,\ 
\B,B,BJ' \B,B,bJ' \B^B,bJ 



in dem anderen von den beiden Punkten ilf, N^ welche sowohl durch die 
Punkte P, Q als auch durch die Punkte F, G harmonisch getrennt sind, in 
welchen die Curve von der Geraden PQ geschnitten wird. 

Es sei, wenn in der Curve der Sinn AiAiA^ mit dem Sinne B^B.B^ 
übereinstimmt, der Punkt Jf, im entgegengesetzten Falle aber der Punkt A^ 
derjenige von den beiden Punkten M, N, in welchem zwei reelle Tangenten 
der Curve sich schneiden. Beschreibt man nun in die Curve die Dreiecke 
C,C2C3, DiDiD^^ so dass die Geraden i^iCi, ßiCj, JB3C3 im Punkte M, die 
Geraden B^D^^ ß?/?^, ^3^3 aber im Punkte N sich schneiden, so stimmt in 
der Curve der Sinn CiCiC^ mit dem Sinne AiA^Aj^ der Sinn DiD^2D^ aber 
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mit dem Sinne A1A2A3 überein. Weil ferner die Punkte P^ Q durch den 
Punkt M und dessen Polare und ebenso durch den Punkt iV und dessen Polare 
harmonisch getrennt sind, so ist (2) der Punkt P auch der Pol der Dreiecke 
CiC^C:^^ DiD^D^^ daher (4) das erslere auch mit jedem der Dreiecke A^AiAi^ 
A^A^Ai^ A^AxA'X'^ das letztere aber auch mit jedem der Dreiecke AiAiA2^ 
A^AiAi^ ylj^i^a perspectivisch liegt, woraus (6) der Satz folgt. Ein anderer 
Beweis des Salzes ist in der nächstfolgenden Nummer enthalten. 

Dass die Steinerschen Gegenpunkte M^ N mit den Punkten P, Q in 
einer und derselben Geraden liegen, hat schon Herr Grossmann gefunden und 
im LVIII. Bande dieses Journals bewiesen. Dass aber die Punkte M^ N durch 
die vier Punkte F, Qy P^ G auf die obige Art bestimmt sind, scheint dem- 
selben entgangen zu sein, was die nächste Veranlassung zu diesem Aufsatze 
gegeben hat. 

Wenn die Dreiecke AiA^A:^^ JBiJBji^a einen gemeinschaftlichen Pol P 
haben und in der Curve der Sinn AiA^A:^ mit dem Sinne B^B^B^ überein- 
stimmt, so fallen die drei ersteren der oben erwähnten Geraden mit der Polare 
des Punktes P zusammen, während die drei letzteren in diesem Punkte sich 
schneiden. 

8. Bezieht man zwei in einer und derselben Curve zweiler Ordnung 
liegende Punktgebilde projectivisch so auf einander, dass den Punkten A^^ 
A^^ A3 des einen Gebildes die Punkte 5,, JB?, JB3 des anderen entsprechen, 
so entsprechen den (imaginären) Punkten X, Xi, in welchen die Curve von 
der Polare des Dreiecks A1A2A3 geschnitten wird, die Punkte F, Fi, in 
welchen die Curve von der Polare des Dreiecks B1B2B3 geschnitten wird. 
Da nun die zu einander projekti vischen Strahlenbüschel, von welchen der 
eine das erstere Gebilde aus dem Punkte JS|, der andere aber das letztere 
aus dem Punkte Ai projicirt, den Strahl A^B^ entsprechend gemein haben, 
so liegen die Punkte, in welchen die Strahlen J?i-42, B^A^^ B^X, B^Xi von 
den Strahlen AiB^^ A^^a? ^i^^ ^\^i geschnitten werden, in einer und der- 
selben Geraden, daher die Gerade (j^'^'^} auch durch den Schnittpunkt üf 

von XY^ und X^Y geht. Eben so wird bewiesen, dass die beiden folgenden 
der in der vorigen Nummer betrachteten sechs Pascahchew Linien durch den 
Punkt My die drei übrigen aber durch den Schnittpunkt iV von XY und XiYi 
gehen. Weil aber in jedem der Punkte M, N zwei einander gegenüber- 
liegende Seiten des vollständigen Vierecks XYXiYi sich schneiden, so sind 
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sie sowohl durch die Punkte F, 6, in welchen die Gerade MN die Curve 
schneidet, als auch durch die Pole P, Q der beiden übrigen Seiten harmonisch 
getrennt. 

Bemerkt wird noch, dass die zu einander projektivischen Gebilde 
AyjUÄi . . ., RiB'xB^ ... die Punkte entsprechend gemein haben, in welchen 
die Curve von der Geraden (g'jj'jj') geschnitten wird. Werden aber zwei 

in der Curve liegende Punktgebilde projektivisch so auf einander bezogen, 
dass den Punkten A^^ A.. A^ des einen Gebildes die Punkte ylj, ^3, A^ des 
anderen ontsprechen, so haben sie die Puukte X^ Xi entsprechend gemein, daher 

die Polaro des Dreiecks A^A^A^ auch durch (^'^* jO bezeichnet werden kann. 

9. Wenn die Punkte y-l,, yl,, Jj in der einen, die Punkte J?i, fij^ -B3 
aber in d(^r anderen von zwei sich schneidenden Geraden liegen, so giebt es 
in der ersleren zwei Punkte A', A'i, in der letzteren aber zwei Punkte Y^ Yj, 
HO dass die (iebilde J,-rii-ijXY|, A^A^AiXXi^ BiB^B^YYi zu einander 
projeclivisrh sind. Da alsdann zu diesen Gebilden auch noch die Gebilde 
/1.,/1,/iiA'Ai, /Ij.lj/ljAiA, AsAiAyXiX, ^j^i^aXiA" projectivisch sind, so 
Ifohen wiedcT von den bisher belrachteten sechs Ptiscalschen Linien die drei 
ernteren durch Am Schnlllpunkt von ATi und XiY, die drei letzteren aber 
durch den Schnlllpunkl von AT und XiY^. 

Indem der Wurf AiAfXXi zu dem Wurfe ^2-^3-^^! und also auch 
/u dem Wurfe .i,.l, \|A projektivisch ist, so ist A1A3.A2A2.XX1 eine In- 
volullon. Sucht miui mIho zu den drei Punkten ^1, ^2? A^ den vierten har- 
MionlHrlien Punkt //m ho Ist dieser vom Punkte A2 auch durch die Punkte A, 
A, hiinnonlHi^h jielrennl. Kben so sind, wenn ^j^s^i^a^ A3A1A2H1 harmonische 
Wllrln nind« die Punkte ylj, H^ so wie auch die Punkte ^i, Hi durch die 
Punkte .Y, \| hnrnionlHch gelrennt. 

Ml, Durch drei Gerade »j, a^, »3, von welchen keine zwei in einerlei 
Klieui* Heuen 4 und drei Gerade A|, 6^, 63, deren jede die drei ersteren 
fielineldeli f>ind ^techs Ebenen bestimmt, deren jede die sechs gegebenen Geraden 
MMI' lit iM Punkten schneidet. Drei dieser Ebenen schneiden sich in einer 
liftriidMii ff*B die drei flbrigen in einer anderen Geraden n. 

Die Uegelschnur aj/i.^r/, ... enthält nämlich zwei Gerade x^ Xi^ die 
lliftfeUehMiir hjhlh •*• HJier zwei Gerade y^ yi, so dass die Gebilde Oi 030,0^1, 
ßtU^aifS^i^ii I^IhlhVVi KU einander, mithin zu denselben auch die Gebilde 
Hi/ZiOvii^i'^M ^i^^k^hJU^ u. H. w. projocllvisch sind. Da nun je zwei zu ein- 
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ander projectivische Reg^elschaaren, deren jede die Leitschaar der anderen ist, 
eine Curve zweiter Ordnung erzeugen, so liegen sowohl die Punkte ai6i, OjÄ?, 
»363 als auch die Punkte 0261, 0360, a^b^ sowie auch die Punkte »361, aib^^ 
»,63 mit den beiden Punkten xy^ x^y^ in einerlei Ebene, woraus hervorgehl, 
dass drei der im Satze erwähnten Ebenen in der Geraden m sich schneiden, 
welche den Punkt xy mit dem Punkte x^y^ verbindet. Eben so schneiden 
sich die drei äbrigen in der Geraden n, welche die Punkte xy^^ Xiy mit 
einander verbindet. 

Schneidet eine Ebene E die sechs gegebenen Geraden in den Punkten 
Ai^ ^29 ^39 Bi'^ Bi'i B3') so schneiden sich, wenn die Ebene durch keine 
der Geraden i», n geht, die drei Geraden 

fA,A^A,\ fA^Ä,A,\ fA,A,A^\ 

\b,b,bJ' \b,b,bJ' \b^b,bJ 

in dem in der Ebene E liegenden Punkte der Geraden m und die drei Geraden 

fA,A,A,\ fA,A,A, \ (A,A, A,\ 
\B,B,B,h \B,B,Bj^ \B,B,bJ 

in dem in der Ebene E liegenden Punkte der Geraden n. 

Da nämlich x^ x^^ y, y^^ m^ n die sechs Kanten eines Tetraeders sind, 
so werden sie von der Ebene E in den sechs Eckpunkten X, -Y|, Y, F,, 
M^ N eines vollständigen Vierseits geschnitten. Da ferner die Gebilde 
AiA2A^XXi^ ^2^3^iJOCi, Bß^B^YYi^ sie mögen nun in einer Curve zweiter 
Ordnung oder in zwei Geraden liegen, zu einander projektivisch sind, so 
folgt der Satz aus 8. und 9. 

Geht die Ebene E durch eine der Geraden m, n, so fallen drei der 
sechs Pascalschen Linien mit dieser Geraden zusammen, während die drei 
übrigen in dem in der Ebene E liegenden Punkte der anderen sich schneiden. 

11. Durch sechs in einerlei Ebene liegende Gerade, von welchen 
drei mi, n^^ fih in einem Punkte M^ die drei äbrigen n^, 1S29 ^ in einem 
anderen Punkte N sich schneiden, sind im Allgemeinen sechs Curven «,, cfj, 
«3, /?!, /Jj, ß^ zweiter Ordnung bestimmt, welche projectivisch so auf ein- 
ander bezogen werden können, dass auch je sechs homologe Punkte ^1, ^2, 
^3, J?i, J?2, J?3 derselben in einer Curve K zweiter Ordnung liegen und 

überdies die Geraden 

fA,A^A,\ fA,A,A,\ (A,A,A,\ 

\b,b,bJ^ Kb,b,bJ^ \b,b,bJ^ 

fA,A,A,\ fA,A,A,\ (A,A,A,\ 

\b,b^bJ'> \b,b,bJ^ \Jb,b^bJ 

mit den gegebenen Geraden zusammenfallen. 

19» 



14- 



■I» :^:t%t 



\e. 



ir*i tr«*! ^:a «a i#*iiii Fiiiii:«ni a 



cnti ^ beiden Punkte M, J\' und 
LA welcMfl uiuilidi die drei Geraden 
venies. uud zwar ffeht 



»:*i 



-. .pir-:ä HS 

r~ cirrä « « 

Le*^ 11:111 cnzra <cieiL Puu: Jf *cie G^^nnteft ».. ii.. u. und durch den Punkt 

A lie in?na«L 7 . 7 . 7-. 54:- ii:*? «-»■»«. »;^fli,fl|.f/.. fll^lli lli|li3. If3lfiil2l^i, 

V».* 7.. «.»it.'^ iam»}«i:Hcäe Wirfe sa^. ?•> *eht nun auch jede der sechs 
:«eu Cir^ea iirvä «>*£ v*:a i^fi »«ä Pakten ki\ so dass jede der drei 
Car^eti z j^f^ce <^fr «bvt t orren -^ ti «^ea Punkten M. .Y und in zwei ein- 
ua^r £v*x^fa&>*ri«?^[^Mi^^fa vyxi ii^mi *:^:zeac Punkten mm, uy schneidet, wenn 
at«t umlicä it^tn Pankte »..•,. «Mt Puk: i«:»!* dem Punkte miti* den Punkt 



»- 



7. «. >w W. f 



IVr >^ranI«ML>i:!<^ JV enthalt z%vei Strahlen x, Xi^ der Strahlen- 
3<b<4lW A iwvt :^niiliiiNi f. ft« >^^ d*>^ di^ Gebilde niiiihmsarxi, 1712 17)3 miXXi, 
« »^«>r« I« eüMMer« Ki:iin lu denselben auch die Gebilde m^minhxxi. 
«i.w^»^x.r u. Sw w. iHTOjecdvisdi sind* daher die drei Curven a in den vier 
t\Lttkte«i M^ A. xj. x,ji:* die drei Curven .:f aber in den vier Punkten M, N, 

.rm.. T M Sk^k SCiÄeide«. 






iM^ ^^t«^5^,*::^:;'♦ u;:::;^' u:::::) ^'"«> ^^^ p«'« ^^^ Geraden 

VN in Hiu^\'4it Mf die Curvon «^t« r..« a^ und liefen daher in der Geraden 
», wcU'^t' de«i INinkl xyi mit dem Punkte Xiff verbindet. Die Punkte 
•^^ •.,•• w,\^ ••^••.••.^ ^ud die Pole der Geraden MN in Hinsicht auf 

d^e Cur^e« .>\* ^\* .^** ^^^^ Uejrt^a daher in der Geraden q, welche den Punkt 
.^'^ mit dtHM INinkle x^fx verbindet. 

In der Germioii f* lio^'u auch die Punkte Ui^ t/29 ^3? welche die 
IVIo der tJemdoii v in Hinsicht auf die Curven «1, «j, a^ sind. Ebenso 
lü>iivw IM der Geraden y die Punkte \\. V.* »',, welche die Pole der Geraden 
f* in Ui«!*loM H«f die Curven .V^, .i{., ,V, sind. Jede der neun Geraden UV 
liehl \\\\\\'\\ ÄX^^'i einander }ft^ir^nübt>rliejrt>nde von den achtzehn Punkten mn, 
«♦« Univh Jeden der Punkte l\ I trt'heu aber auch sechs von den sechs 
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und dreissig Geraden, deren jede nur eine der Curven a, /i in einem der 
Punkte mn und zugleich in einem der Punkte fiv schneidet. 

Die neun Strahlenbüschel, welche die Punkte /tiv zu Mittelpunkten 
haben, können projectivisch so auf einander bezogen werden, dass je zwei 
Büschel, deren Mittelpunkte mit dem Punkte M oder mit dem Punkte N und 
also auch mit dem Mittelpunkte eines dritten Büschels in einer und derselben 
Geraden liegen, ein gerades Gebilde erzeugen, welches im ersteren Falle in 
derjenigen Geraden n^ im letzteren aber in derjenigen Geraden m liegt, welche 
vom Mittelpunkte des dritten Büschels durch die Mittelpunkte der beiden er- 
steren Büschel harmonisch getrennt ist. Je drei Büschel, deren Mittelpunkte 
in einer und derselben von den sechs Curven a^ ß liegen, erzeugen diese 
Curve. Es sind hierdurch auch die sechs erwähnten Curven auf die Büschel 
und daher auch auf einander projectivisch bezogen und zwar auf die im Satze 
angegebene Weise. Die Curve K geht immer durch die vier Punkte xy^ 

^iVi'i ^Hi'i ^iH- 

12. Wenn zwei Curven zweiter Ordnung zwei einander gegenüber- 
liegende Eckpunkte eines vollständigen Vierseits mit einander gemein haben 
und jede auch noch durch zwei ausserhalb der anderen liegende Eckpunkte 
des Vierseits geht, so schneiden sich die Geraden, welche die eine, gleichviel 
welche, von den beiden Curven in jenen gemeinschaftlichen Punkten berühren, 
und die Geraden, welche der anderen in den übrigen gemeinschaftlichen 
Punkten der beiden Curven sich anschmiegen, in einem und demselben Punkte. 
Eine solche Lage hat, was die in der vorigen Nummer betrachteten Curven 
anbelangt, jede der drei Curven ai, «39 «3 zu jeder der drei Curven /?i, ^2-) ßz 
und jede dieser sechs Curven zu jeder Curve K zweiter Ordnung, welche 
durch sechs homologe Punkte A^^ ylj, ^3, J?i, J?2^ ^3 derselben geht. Es 
schneiden sich daher die drei Geraden, welche die Curven «i, aj, «3 in den 
Punkten ^1, A^^ A3 berühren, in dem Punkte Q, welcher in Hinsicht auf die 
Curve K der Pol der Geraden q und zugleich der Pol des Dreiecks B1B2B3 
ist. Die drei Geraden aber, welche die Curven /3i, /Sj, ß^ in den Punkten 
JBj, jBj^ Bi berühren, schneiden sich in dem Punkte P, welcher vom Punkte 
Q durch die Punkte M^ N harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die Curve K 
der Pol der Geraden p und des Dreiecks A^A^A^ ist. 

Bewegen sich die sechs Punkte A^ B in den sechs Curven a, ß als 
homologe Punkte derselben, so drehen sich die neun Geraden AB um die 
neun Punkte /iy, während die Geraden AaA^^ A^A^^ A^A-i um die Punkte 
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t/,, 1/2, 4/3 und die Geraden B^B^^ B^Bi^ JB,J?2 uro die Punkte Fi, K, }]i 
sich drehen. Die Geraden F^, , PAz^ PA^^ QBi^ QB^^ QB^^ welche die 
Curve K in noch sechs homologen Punkten der Curven «i, a^, «3, ßi^ /ij, ß^ 
schneiden, drehen sich um die Punkte, welche in Hinsicht auf diese Curven 
die Pole der Geraden MN sind. Fällt irgend einer der drei Punkte A in die 
Gerade p, so fallen alle drei in diese Gerade, die drei Punkte B aber in 
die Gerade q, so dass alsdann die Curve K in den InbegriiT von zwei Geraden 
übergeht. 

Die Aufgabe: in eine gegebene Curve zweiter Ordnung, welche (11) 
durch die vier Punkte xy^ Xiyx^ xyi^ x,y geht, zwei Dreiecke ^i^j^j, 

5,^2^3 zu beschreiben, so dass die Geraden (ßßß\ (ß BB^ ^' ^' ^' ^^^ 

den gegebenen Geraden mi, m, u. s. w. zusammenfallen, lässt nach dem Obigen 
zwei Auflösungen zu. 

Erlangen, 1862. 
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lieber die Deterniinante, deren Elemente die Quadrate 
der sechszehn Verbindungslinien der Eckpunkte 

zweier beliebiger Tetraeder sind. 

(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 



±Jas Product der Volumina zweier beliebiger Tetraeder P und 77 
kann bekanntlich als rationale Function der Quadrate der sechszehn Ver- 
bindungslinien der Eckpunkte der beiden Tetraeder und zwar in Determi- 
nantenform ausgedrückt werden. Sind nämlich £1^2 ^3 ^4 und E1E2E3E4 die 
Ecken von P und 77 und bezeichnet man das Quadrat der Strecke EiEk durch 
e/A so ist, wie bekannt, 



(1.) 






1 


1 


1 


1 


1 


en 


6x2 


en 


«14 


1 


Cji 


en 


e^i 


«24 


1 


eji 


^2 


Cjj 


«34 


1 


e» 


e« 


c« 


«44 



= 288£| El El E4 . Ex Eo E3 E4 



Aus dieser Gleichung leitet man, indem man beide Tetraeder congruiren lasst, 
u. A. unmittelbar die Gleichung her, welche das Volumen eines Tetraeders 
durch seine sechs Kanten ausdrückt. Der betreffenden Formel steht aber be- 
kanntlich eine andere von Crelle (math. Aufs.), Joachimsthal (Bd. 40 d. J.), 
r. Staudt (Bd. 47 d. J.) behandelte gegenüber, mittelst welcher das Product Pr 
(wo r der Halbmesser der dem P umschriebenen Kugel) durch die sechs Kanten 
des Tetraeders ausgedrückt wird. Zu dieser letzteren Formel lasst sich aber, wie 
ich sogleich zeigen werde, ebenfalls eine allgemeinere finden, vermöge welcher, 
wenn (> der Radius der dem 77 umschriebenen Kugel ist, das Product Pr, IT(} 
(in ähnlicher Weise, wie das Product P77 in obiger Gleichung) durch eine 
aus den Quadraten jener sechszehn Linien gebildete Determinante und durch 
den Winkel, unter welchem sich die beiden Kugeln schneiden, in einfachster 
Weise ausgedrückt werden kann. Nennen wir nämlich diesen Winkel (p^ so 
behaupten wir, dass 
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Sieb eck, Anwendung einer Determinante auf die Raumgeometrie. 



(2.) 



^11 


^12 


ß|3 


«14 


^21 


^ 


^3 


624 


^1 


^32 


^33 


«34 


^41 


^42 


^43 


«44 



= 576Pr. /Zp.cosy. 



Nehmen wir, um dies zu beweisen, ein rechtwinkliges Coordinatensyslem an 
und nennen a?,-, y,-, a,- die Coordinalen von £,•; |,-, ??,-, ^,- die Coordinaten 
von E,-, seien endlich 0, b, c und a, ß^ y die Coordinaten der Mittelpunkte C 
und /' der dem P und 77 umschriebenen Kugeln, so erhalten wir zunächst für 
das Quadrat der Centralen CF die Gleichung 



(3.) {a-ay+{h--ßf+{c-Yf = r'+(>'+2rpcos</^. 



Ferner ist 



(4.) {x,^^,f+{y,^n,f+{z~'C,f = e,>, 

(5.) (x^^ay + iy^-^bf + iz-cy = r\ 
(5*.) (^*-«)^+(%-/?/ + (?*-y)^ = (>^ 

Durch Addition von (3.) und (4.), ferner von (5.) und (5* ), und nachherige 
Subtraction erhält man 

(6.) {xi'-a){§,-a) + {yi-ß){r],-b) + {zi-y){i;,-c)-\-r()COS(p = -\e„. 

Letztere Gleichung bildet das Schema für sechszehn Gleichungen^ welche man 
erhält, wenn man den Indices allmählig säramtliche Werlhe von 1 bis 4 er- 
theilt. Aus diesen sechszehn Gleichungen ergiebt sich aber unter Benutzung 
des Multiplicationstheoreras für Determinanten, die nachfolgende 



I 



f «13 2^14 



'e. 



I 



— 4«ii — i«i2 

— i«2l "~i«22 — 4«23 — i«24 
"~i«31 — i«32 — i«33 2 «34 

— 4«*I "~J«42 — 4 «43 Y«44| 

Somit ist 



rcosy Xx—ct yi—ß Zi—y 
rcosip X2—0L y^—ß «2— y 
rcoscp X3— « yi--ß «3— y 
rcosip x^—a y^—ß z^—y 



P li~a Vi—b ?i~« 
(f ^7~a ri2—b ^2— c 

P ^3— a %— 6 &3~c 



«u 


«12 


«13 


eu 
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«i Hl 


«1 
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1. 


Vx 


Cl 


«21 


«22 


«23 


ßl4 
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Xt tfi 


aj 


1 


1. 


Vi 


t. 


«31 


«32 


633 


C34 
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^3 Vi 


»3 
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I3 


V3 


?3 


«41 


«42 


C43 


c« 
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ic« y* 


»4 


1 


§4 


V* 


?4 



rpcosy. 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber ohne Weiteres die Gleichung (2.); 
und zwar erhalten wir aus der letzteren durch Benutzung von (1.) zugleich 
die nachfolgende 
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7.) 



1 



2rQ cos fp 
1 
1 
1 
1 






1 1 1 



^12 
^42 



^13 
^i3 
^33 
^43 



^14 
^24 
^4 

^44 



= 0. 



II. 

Die Gleichung (2.) giebl zunächst folgenden bemerkenswerthen Salz: 
Drehen sich zwei Tetraeder auf beliebige Weise um die als unbeweglich ge-- 
dachten Mittelpunkte der ihnen umschriebenen Kugeln^ so behält die Determinante 

Cii e^i 6^3 ^14 



Cll ^22 



23 



624 



^31 ^32 ^33 ^34 
^41 ^42 ^43 ^44 

beständig denselben Werth, 

Lassen wir ferner beide Tetraeder congruiren , indem wir e,> = e^i^ 
eii=0^ cosy = — 1 setzen, so erhalten wir aus (2.) die schon oben erwähnte 
bekannte Gleichung 

^12 ^13 ^14 
^23 ^24 

C23 



(8.) 







^J2 

^13 



^34 



^14 ^24 ^34 " 



= -576P^r, 



in welcher sich bekanntlich die Determinante in vier Factoren zerlegen Idsst. 
Ebenso giebt auch die Formel (7.) einen Ausdruck für den Radius der dem 
P umschriebenen Kugel. 

Setzen wir in (2.) cos 9) = +!, so erhalten wir die Bedingungsgleichung 
für die äussere Berührung, setzen wir cosy = — 1, die für die innere Berüh- 
rung der beiden Kugeln. Durch Verbindung von (2.) mit (8.) erhält man so 
eine Bedingungsgleichung, welche sämmtliche acht und zwanzig Verbindungs- 
linien der acht Punkte EiEiE^E:^^ E|£2E3£4 enthält. Bezeichnen wir nämlich 
durch dik das Quadrat von EiE^^ und durch d'n, das Quadrat von E;E^, so 
heisst diese Gleichung 
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Siebeck, Atmendung einer Determinante auf die Raumgeomelrie. 



(9.) 



Jl 



'12 



'13 



e^i 


622 


e23 


^1 


en 


633 


eu 


^42 


^43 



ß« 






du 


^13 


du 





d'n 


d'^ 


^H 


6n 





^23 


du 


d'n 







du 


dtz 


^33 





du 


d'ii 


d'-a 





d'i. 


du 


Ö24 


^34 





du 


du 


ö« 






= 0. 



Lassen wir in (2.) Ei mit Ei, E2 mit Ej, E^ mit £3, nicht aber £4 
mit E4 zusammenfallen und setzen cosy = --l, so erhalten wir in Verbindung 
mit (8.) eine Bedingungsgleichung dafür, dass die fünf Punkte JS1JE2JE3JE4E4 
auf der Oberfläche einer Kugel liegen. Diese Gleichung enthält nur die zehn 
Verbindungslinien jener fünf Punkte und muss daher mit der von Cayley für 
diesen Fall gefundenen Bedingungsgleichung dem Wesen nach übereinstimmen, 
obwohl sie der äusseren Form nach von ihr verschieden ist. 

III. 

Als der bemerkenswerthcste unter den besonderen Fällen, welche die 
Gleichung (2.) umfasst, erscheint derjenige, in welchem (p=in. Wir erhalten 
dann den Satz : Sind die beiden den Tetraedern P und 11 umschriebenen Kugeln 
orthogonal^ so ist die Determinante 

= 0; 



en 


C12 


^13 


^14 


^21 


622 


^3 


e,4 


^31 


^32 


^33 


034 


^41 


C42 


^43 


^44 



und umgekehrt: ist diese Determinante =0, so sind die beiden Kugeln ortho^ 
gonal. Das letztere folgt daraus, dass in dem Product Pr . IT(} . cos cp einer 
der beiden Factoren Pr und llf) nur dann gleich Null sein kann, wenn die 
Ecken des betreffenden Tetraeders in einem Kreise liegen, (denn liegen die 
vier Ecken in einer Ebene und nicht in einem Kreise, so ist zwar das be- 
treffende Tetraeder gleich Null, dagegen der Radius der Kugel unendlich gross, 
das Product Pr aber hat dann immer noch einen endlichen Werth). Liegen 
aber die vier Ecken in einem Kreise, so lässt sich durch letzteren doch stets 
eine Kugel legen, welche der anderen orthogonal ist. 

Bezeichnen wir nun den Coefficienten von e,> in der Entwickelung der 

durch €;a^ so ist beispielsweise 



Determinante 
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f|2 — 



021 €q3 ^24 



^31 ^33 ^34 
^41 ^43 ^44 

folglich mit Berücksichtigung von (6.) (wenn man dort cos9 = setzt) und 
mit Anwendung des Multiplicationsgesetzes für Determinanten 



n^i2 — 



X2—ct y^—ß zr-y 

^3—« Vi—ß «3— 7 
a^4—« y^—ß ^4-/ 



li-a ^1—6 ti-c 
^*3— ö %— 6 ?3— c 



1 « /i y 

1 ^2 ^2 ^2 

1 ^3 y3 ^3 

1 0:4 »4 S4 



1 a 6 e 

1 §1 ^1 Ci 

1 I3 ^3 ^3 

1 ^4 ^4 ^4 



(10.) 



etc. etc. 



Demnach ist 

«12 = AüSI^E2EiK^. CE1E3E4 = ^ooTE2E^K^, CE3 E4E1. 

Eben solche Ausdrücke erhalt man für die übrigen e und zwar ist 

— «11 = äSo/'jEo ^3 ^4 . CE2 E3 E4 , — f 21 = 288jEi 7 ' jBß K^ . CE2 Ej E4 ^ 
|-*„ = 288rß5 ßj E, . Ej CE3 E4 , -Bn = 288^1 TiB, E, . E^ CE, E« , 
-f ,3 = 288i 'E, Ej E^ . E, E, CE4 , -% = 288^:, VE^E^.E.^CY.^, 
. — «14 = 2887^£2 -Ej JE4 . El E2 E3 Cy — «24 = 288jEi FE^ E^ . Ei E2 E3 C 

übereinstimmend mit dem bekannten Satze, wonach, wenn die Determinante 
verschwindet, sein muss 

*11 • ^12 • ^13 • ^14 "^^ ^21 • ^21 • ^23 • ^24 ^^ CtC. 

Vorstehendes kann als Grundlage für die Untersuchung desjenigen 
Coordinatensystems dienen, in welchem, wenn a^i, X2^ x^^ x^ die Quadrate 
der Entfernungen eines beliebigen Punktes E im Räume von den vier festen 
Punkten £i, ^2, £3, E^ sind, die Gleichung einer beliebigen Fläche durch 
eine homogene Function der x ausgedrückt wird. Nach einem bekannten Satze 
(von Bodenmiller y bewiesen u. A. von Möbius, Schlömilch und Chasles) giebt 
es in einer Ebene immer zwei (reelle oder imaginäre) Punkte von der Be- 
schaffenheit, dass ihre Entfernungen von drei festen Punkten derselben Ebene 
sich wie drei beliebige gegebene Zahlen verhalten, und zwar liegen diese 
beiden Punkte mit dem Mittelpunkte des durch jene drei festen Punkte gehen- 
den Kreises in gerader Linie und der eine derselben ist der Pol des anderen 
(im F/wc&erschen Sinne). Ein entsprechender Satz gilt auch für den Raum, 
nämlich für vier feste Punkte Ej, £29 ^3^ E^ und die durch sie gelegte 
Kugel, und es würden sonach bestimmten Werthen von o^i , o^j, 2^3, o?« nach obiger 
Coordinatenbestimmung im Allgemeinen immer zwei Punkte, ein ausserhalb 

20» 
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und ein innerhalb liegender, entsprechen, von denen der eine aus dem anderen 
immer leicht bestimmt werden kann. 

Dies vorausgeschickt, so folgt aus dem Obigen, dass durch eine ho- 
mogene Gleichung des ersten Grades^ etwa 

AiXi + A2X2+AiXi-\- A^x^ = 

in obigem Coordinatensystem eine Kugel vorgestellt wird, welche der durch 
E1E2E2E4 gehenden Kugel orthogonal isl. Aus den oben für die « gefundenen 
Werthen folgt nun, dass die Constanten Ai^A^^A^^A^ in demselben Verhältnisse 
stehen, wie die Tetraeder FE^E^E^, lE^E^E,, FE^E.E^, rE.E.E, und 
somit diese Constanten weiter nichts sind, als die Coordinaten des Mittel- 
punktes der orthogonalen Kugel nach dem gewöhnlichen Coordinatensystem. 
Eine allgemeine Untersuchung, insbesondere derjenigen Oberflächen, welche 
nach diesem Coordinatensystem durch eine homogene Function zweiten 
Grades vorgestellt werden, dürfte um so interessantere Resultate versprechen, 
als aus dem Obigen hervorgeht, dass, wenn wir auch hier den Dualismus in 
Betreff der Oberflächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse zur Geltung 
bringen, die Oberflächen zweiter Klasse nach unserm Coordinatensystem mit 
den Oberflächen zweiter Ordnung nach dem gewöhnlichen System überein- 
stimmen würden. 

Schliesslich bleibe nicht unerwähnt, dass, wenn wir £4 zum Mittelpunkt 
der durch EiE2E^E^ gehenden Kugel machen, so dass also die durch £iE2£3E4 
gehende der anderen orthogonale Kugel in die Ebene eines grössten Kreises 
ausartet, die Bedingungsgleichung 

= 



in folgende 



(11.) 



e« 


612 


^13 


^14 




ßu 


^ 


^3 


^24 




en 


632 


^33 


^34 




e« 


642 


^43 


^44 






1 


en 


612 ^13 




1 


021 


622 ^22 




1 


en 


^12 ^33 




1 


C41 


642 


^43 



= 



übergeht. Letzteres ist also die Bedingung dafür, dass die Punkte EiE2£3 in 
der Ebene eines grössten Kreises der durch EiE2E2E^ gelegten Kugel liegen. 
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IV. 

Aus der Gleichung (2.) lassen sich auch interessante Relationen, welche 
das Product der sinus zweier Raumwinkel und die ihnen umschriebenen nor- 
malen Kegel betreffen, ableiten. Um auch hier wieder das Hauptresultat 
voranstellen zu können, wollen wir durch EiE^E^ und EiEsEa die beiden 
dreiseitigen Ecken bezeichnen, deren Kanten einen beliebigen Punkt des 
Raumes mit EiEiE^^ E1E2E3 verbinden; ferner werde der Winkel EiOEj, durch 
e,> bezeichnet, und durch r' und (>' die Winkel, welche die Achsen der jenen 
beiden Ecken umschriebenen geraden Kegel mit den Seiten der letzteren 
bilden. Wir behaupten dann, dass analog der Gleichung (2.) 

= sin Ei E2 E^ tang r\ sin Ei E2 E3 tang p'. cos ip, 

(12.) 



1 


1 


1 


1 


1 


cos eil 


cos ei2 


cos ei3 


1 


cos e2i 


cos 622 


cos 023 


1 


cos e3i 


cos e32 


cos 033 



WO yj der Winkel ist, unter welchem sich die beiden Kegel schneiden. 

Lassen wir nämlich in der Gleichung (2.) die Punkte E^ und E4 mit 
zusammenfallen und sei der Mittelpunkt einer Kugel, deren Radius = 1 
und auf deren Fläche sich die Punkte Ei E2 E3 Ei E2 E3 befinden, so verwandelt 
sich die auf der linken Seite der Gleichung (2.) stehende Determinante, wenn 
man in derselben die letzte Horizontal - und Verticalreihe zur ersten Horizontal- 
und Verticalreihe macht, in 




1 
1 
1 



1 

4sin^iCn 
4sin^^e2i 
4sinHe3i 



1 

4sin^|Ci2 
4sin^^e22 
4sin^ie32 



1 

4sin^|ei3 

4sin^^C23 
4sin^^C33 



welche durch eine leichte Reduction auf die Form 




1 
1 
1 



1 

COSCi, 
cos 021 
cos 031 



1 

cos 012 

cos 022 
cos 032 



1 

cos 013 
cos 023 
cos 033 



gebracht wird. Die Gleichung (2.) hat somit schon folgende Form angenommen : 



(13.) 



Olli 

1 cos 011 cos 012 cos 013 
1 cos 021 cos 022 cos 023 
1 cos 031 cos 032 cos 033 



= 144Fr./7ip.cosy, 
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und es bleibt nur noch übrig, den auf der rechten Seite stehenden Ausdruck 
umzuformen. Denke man sich daher durch OE1E2E3 und OE1E2E3 normale 
Kegel mit der Spitze gelegt, und bezeichne die Winkel, welche die Achsen 
OB und OB derselben mit den Seiten bilden, durch r' und pV sei ferner OF 
eine der beiden Durchschnittslinien der Kegel, so ist zunächst, da die Mittel- 
punkte C und r der beiden durch OE1E2E3 und OE, E2E3. gehenden Kugeln 
in OB und OB liegen, der Winkel C0/'= 180"-(/), und folglich 

(14.) —cos 9 = cosr'cosp'— sinr'sinp'cosV'. 
Verbindet man nun C und F mit der Mitte M von OF, so sind COM und 
rOM rechtwinklige Dreiecke, und es ist somit, da CO = r, JV — p, 0M= ^ ist, 

1 1 



(15.) r = 



e = 



2c()sp' 



2coÄr' ' 

Aus (14.) und (15.) folgt somit, dass 

(16.) 4rQC0S(p = — l+tangr'.tangp'cost/^ 
Ausserdem aber ist F77= aßsinJEiiSzEaSinEiEiEa, welche Gleichung mit (16.) 
und (13.) zusammengestellt, die Gleichung (12.) giebt. 

Die letztere wäre somit bewiesen, und es Idsst sich auch aus ihr. 
gerade so wie (7.) aus (2.), eine Gleichung herleiten, in welcher die Sinu^ 
der Raumwinkel nicht mehr vorkommen. Nach r. Standt ist nämlich 





cos eil cos f 12 cosc,3 




sinEiEj^s.sinEiEjEs 




cos C21 cos C22 cos e23 








cos e3i cos Cjo cos e^^ 






Dies in Verbindung mit (12.) giebt 






1 — tang r tang p'cos t/' 


1 1 1 


(17.) 


1 
1 


cos eil cos e,2 cos ei3 
cose2, cose22 cosejs 






1 




cos e3i cos f32 cos e33 



0. 



Wir leiten schliesslich aus (12.) und (17.) folgende Resultate her: 
1) Lässt man die beiden Raum winket congruiren, so erhält man 

aus (17.) 

1 



18.) 



1 



cosV 



1 


1 


cos e,2 


cos e,3 


1 


cos ei2 


1 


cos 623 


1 


cose„ 


cos e,3 


1 



= 0, 



Siebeck, Anwendung einer Determinante auf die Raumgeometrie. 



aus (12.) 










1 


1 


1 


(19.) 


1 
1 


1 

COSCij 


COSto 

1 




1 


cose,. 


cos e,] 



1 

cos Sa 
COSCu 

1 



- ml'EiEjEj. laag^r'. 



2) Bezeichnen wir durch b« und Di* die Winltel EiOE^ und E,OEi, 
so erhalten wir aus (12.) in VerbinduDg mit (19.) die der (9.) entsprechende 
Bedingungsgleichung für die BerQhning der beiden Kegel 



(20.) 



1111 

1 COSei, cos Ell COSEu 
1 COSCj, cos Em COSE^ 
1 COSCj, cos Em COSEjj 



1 1 1 

1 1 COS&i] 
1 C089|2 1 



1 

COS Di! 

COSbl; 



1 C0St),3 COSt>u 1 



1 1 

1 COSÖls 

1 cos»« 1 

1 cosbu cosOt) 



1 

COSt)^ 

1 



Die beiden Kegel schneiden sich rechtwinklig, wenn 



(21.) 



1 

cosei, 

COS Ell 
cos «31 



1 

COS Ell 
COSEn 
COSCji 



1 

COSEu 
COS Cm 
COSE» 



= 0. 



Insbesondere liegen die Geraden 0E| und OEj mit der Achse des durch OE^^ 
OEj, OEt gebenden Kegels in einer Ebene, wenn 



ä.) 



cos El, 
COS E,t 
cos Cii 



COS Ell 
COSExi 
COSCjs 



Indem ich diese Betrachtungen schliesse, bemerke ich noch, dass ich, um 
nicht durch Weitschweifigkeit zu ermüden, die analogen Betrachtungen far die 
Ebene unterlassen habe. 




lß() 




lieber die Oberflftehen, iur welche einer der beiden 
Haaptkrämmiingshalbmesser eine Function des 

anderen ist 

(Von Herrn J. Weimgartau) 



XJie Aofgnbe. die endlichen Gleichungen der Fliehen so beslimmen^ 
deren Uanptkrümninngshalbmesser f» und f» in jedem Punkte der Bedingung 

genügen, kann dH räier anderen in Verbindung gebracht werden, welche sich 
auf die Transformation des Linienelementes einer Kugel in die Form: 

^E4p'^4^ Edf 
bezieht. Zu dieser Behandlungsweise fuhrt die Untersuchung der Abbildung 
der in Rede stehenden Flachen auf eine Kugel vom Radius Eins, wenn diese 
Abbildung io dem von Gmat in den: J>isquisitiones generales circa si^erficies 
curvas** angegebenen Snn Terstanden wird. In der That zeigt sich hierbei, 
dass dem System der Krimmugslinien einer indiyiduellen Fläche der be- 
trachteten Gattung auf der Kugel ein Curvensystem entspricht, durch dessen 
Parameter das Linienelement derselben die angegebene Form .^hält ; und dass 
die Kenntniss dieses Curvens^^ems zur Darstellung der Gleichung der ent- 
sprechenden Fliehe vollstindig ausreichend ist. 

1. 
t)a die nachfolgenden Untersuchungen ihren Ausgangspunkt in einigen 
von Ummi$ in den disqq« gen. aufgesteHten Gleichungen haben, so mögen zu- 
uAchsl die dort angenommenen und im Folgenden beibehaltenen Bezeichnungen 
vorangt>schickt werden. Es sind dies, falls X^ Y^ Z die Coordinaten eines 
unlu^iitiiuiuten Ihinktes einer krummen Fläche angeben, welche durch die Werthe 
aweier uiiabhitngiger Variabein p und q bestimmt sind, die folgenden : 

. < r vz vz er ^ a ^"^ a^h ^'^ ^.r ^'^ 



cZ 


fr 


< \ 




c.Y 


CZ 


vp 






vX 



v^ v^ vp cy ^ dp* dp* dp* 



♦'/' "*^y '■'P 'W * opdq dpdq dpdq ' 

,, «A iY iY vX n" A ^'^ a.R ^'^ ^r ^'^ 



«> vq" ~CpO^' ^ -- Q^, -r- Q^, -r- 5^. 
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dp* dp^ dp 

p ^ dx dx dY er dz dz 

dp dq dp dq dp dq ' 
^ "" Ö9' "*■ dq' + ög' ' 

Aus ihnen folgen die Beziehungen: (1. c. art. XI) 

Wir machen von diesen Gleichungen eine Anwendung auf den Fall, 
dass Xy Y, Z die Coordinaten eines Punktes einer Kugel vom Radius Eins 
bezeichnen, und daher der Gleichung 

x^+r+z^ = 1 

genägen. Unter dieser Voraussetzung gelten, wie man ohne Schwierigkeit 
erkennt, die Relationen: 

x=4^. ¥=4.. z= ^ 



in Folge deren die Gleichungen (1.) in die folgenden übergehen: 

Sind die Coordinaten X, Y, Z eines Punktes der betrachteten Kugel in der 
Weise durch die Variabein p und q bestimmt, dass das Quadrat des Linien- 
elementes 

die Form 

Edp'+<i>{E)dq^ 
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annimmt, für welche aus leicht ersichtlichen Gründen die gleicbgeltende 

dp' , dq' 



gesetzt werden wird, so verwandeln sich die Gleichungen (2.), wegen 

1 1 



k" ' " d'iky 



m 



. 1 . 1 



o-rr '.-^ . d 



n - 1 d'X , 1 k' dX ,1 0>(ky dX 

~ k'd'ßy dpdq * O'dky dq dp ^ k' dp dq ' 



. 1 . 1 

O-rs- r,„ . O 



n - 1 d'y , 1 k* dY ,1 (^c*)' ar 



1 . 1 



Ö-rr -,^ . O 



n - * o'Z , 1 k* dZ , 1 " <?'(*)• öz 

~ k'^d'Qi)* dpdq * ö'(*)' ög öp ^ fc' dp dq 

Diesem Gleichangssystem kann man die folgende Gestalt geben: 

(3.) (ö^W-f 






öp _ 





op 




Ö[Ö(A)- 


- *(?'(*)] 


dY 

dq 




öp 




ö[ö(/t)- 


- /tö'(A)] 


dZ 

dq 



dq dp 

Hiernach sind die Integrale 

(4.) |y =/'"'[e{k)^dp+[m-kffm%dq], 

3 =/'"'[eik)^ dp+[eih)-kd'(k)]^dq] 

durch die gewählten Endwerthe p, q der Integrationen allein bestimmt, und 
genügen den partiellen Differentialgleichungen: 



(5.) 



ox 

dp 


dX 

^ dp^ 


dx , dX 
dq ~^ dq "> 


dp 


dY 


dy , dY 
dq ^ dq "> 


dp 


dZ 

-^dp 


dz ,dZ 
dq ~^ dq ' 
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in denen: 

^ '^ \(j' = d{k)-kff{kl 

Betrachtet man x, y, z als die durch die Werthe von p und q bestimmten Coor- 
dinaten eines Punktes einer krummen Fläche S, so zeigt die Gleichung 

X'^+Y^+Z' = 1 
und die mit ihrer Hülfe aus den Gleichungen (5.) hervorgehende 

Xdx-{-Ydy + Zdz = 0, 
dass X^ Yj Z die Cosinus der Winkel bestimmen, welche die im Punkte 
{Xy y, z) der Fläche S errichtete Normale mit den Axen bildet. Die Gleichun- 
gen (5.) selbst aber lehren, dass p und q mit den Parametern der Krümmungs- 
linien dieser Fläche, (> und q* mit den beiden Hauptkrümmungshalbmessern im 
Punkte [xy y^ z) identisch sind. Diese Hauptkrümmungshalbmesser sind durch 
die Gleichung, welche sich durch Elimination von k aus den Gleichungen (6.) 
ergiebt, mit einander verbunden, eine Gleichung, welche durch eine passende 
Bestimmung der Function 6{k) zu jeder beliebigen gemacht werden kann. 
Die Integration der partiellen Differentialgleichung 

hängt daher ab von der Transformation des Quadrates des Linienelementes 
einer Kugel vom Radius Eins in die Form: 

dp'' dg' 

Was die beiden Schaalen der Flächen der Krümmungsmittelpunkte der durch 
die Gleichungen (4.) definirlen Flächen betrifft, welche, wie im 59*'*^" Bande 
pag. 390 dieses Journals nachgewiesen worden ist , abgeschlossene Klassen 
auf einander abwickelbarer Flächen bilden, so sind die Coordinaten eines 
Punktes (S^rj/Q) der dem Krümmungsradius 0{k) entsprechenden Schaale, wie 
aus den Gleichungen (4.) ohne Weiteres hervorgeht, durch die Gleichungen 



I = -/0'ik)(Xdk+k^dq), 



dq 
(7.) L =.. -/'e'ik)(Ydk+k^-dq), 

■i; = -/exk)(zdk+k^dq) 

bestimmt, und ergiebt sich hieraus das Quadrat des Linienelementes: 

df+drf+d'C = e\kfdk^ + k^dq\ 

21» 
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eine Formel, welche bis auf die veränderte Bezeichnung mit der betreffenden 
der eben citirten Abhandlung identisch ist. 

Eine ganz analoge Darstellung ergiebt sich für die zweite, dem Haupt- 
krümmungsradius Ö(Ä) — &ö'(&) entsprechende Schaale der Flächen der Krüm- 
mungsmittelpunkte der durch die Gleichungen (4.) dargestellten Oberflächen. 

2. 

Die allgemeine Bestimmung der Variabein p und q^ welche geeignet 
sind, dem Quadrate des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins die 
im vorigen Paragraphen angegebene Form zu ertheilen, ist, wenn wir nicht 
irren, bisher nur für zwei besondere Fälle dieser Form gegeben worden. 

Es ergeben sich diese beiden Fälle durch Substitution von k+a und -^ für 

6{k). Für die erste dieser Annahmen wird die Form des Quadrates des 
Linienelementes: 

welche Form man, wie bekannt, für jede Fläche durch Einfahrung der Bogen- 
länge einer willkürlichen auf derselben gezeichneten Curve und der von den 
Funkten dieser Curve an gezählten, senkrecht zu ihr stehenden geodätischen 
Linien als Variable erreichen kann ; eine Bestimmung, die für die Kugel leicht 
durchzuführen ist. Die für diesen Fall durch die Gleichungen (4.) bestimmte 
Flächenklasse ist alsdann die der Bedingung 

p' = a 
genügende der Canalflächen. 

Für die Substitution 0{k) = ^k^ wird das Quadrat des Linienelementes : 

welche Form für die Abbildung einer Kugel auf eine Ebene in der Art, 
dass die kleinsten Theile ähnlich bleiben, gefordert wird. Die sogenannte 
allgemeine Lösung dieser Aufgabe ist vollständig bekannt. Die in diesem 
Falle durch die Gleichungen (4.) bestimmte Flächenfaniilie ist die durch die 

Bedingung 

Q + q' = 
gegebene Classe der Flächen kleinster Oberfläche, deren Gleichungen, ver- 
möge der angedeuteten Herleitung in eleganter Gestalt, durch die Parameter 
der Krümmungslinien ausgedrückt, erhalten werden. Einer jeden bestimmten 
Abbildungsart der Punkte einer Kugel auf eine Ebene in der Weise ^ dass 
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die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben ^ entspricht hiernach eine be- 
stimmte der Flächen kleinster Oberfläche, und umgekehrt. 

Die Gleichungen (7.) bestimmen für den eben betrachteten Fall die 
auf die Rotationsfläche der Evolute einer Kettenlinie aufwickelbaren Flächen. 

Die beiden eben genannten der Flächenfamilien, bei denen in jedem 
Punkte der eine Hauptkrümmungsradius durch den andern bestimmt ist, 
denen die beiden bekannten Transformationen des Quadrates des Linienele- 
mentes einer Kugel entsprechen, sind, wenn man von ihren Parallelen ab- 
sieht, die mit ihnen zugleich bestimmt sind, in der That die einzigen, für 
welche bisher die Aufstellung der endlichen Gleichungen gegeben ist. 

3. 

Es verdient ein dritter Fall bemerkt zu werden, in welchem sich, und 
zwar für jede Fläche, die Variabein p und q in aller Allgemeinheit bestimmen 
lassen, die die Transformation des Quadrates des Linienelementes in die Form 

dp^ dq^ 



e'cky 



herbeiführen, in welcher d'(&) = )/l— Är^, also 

0{k) = |(arcsinÄ+Ä>/r^). 
Dieser Fall tritt auf, wenn man die Lage eines Punktes einer krummen Fläche 
durch seine geodätischen Abstände von zwei willkürlich auf derselben ge- 
zeichneten Curven bestimmt. Die dieser Bestimmung entsprechende Form des 
Quadrates des Linienelementes ergiebt sich leicht aus folgender Betrachtung. 
Es sei s die Bogenlänge der einen, auf der Fläche willkürlich gezeichneten 
Curve, von einem beliebigen ihrer Punkte an gemessen, und u die Länge 
einer vom Endpunkte von s stets nach derselben Seite positiv gemessenen, 
senkrecht gegen die Curve gerichteten geodätischen Linie. Jedem Werthen- 
paare des durch die Quantitäten u, s gebildeten Grössengebietes entspricht als- 
dann ein bestimmter Punkt P der krummen Fläche. Man kann dieses Gebiet 
in eine Anzahl anderer der Art zertheilen, dass allen in einem bestimmten 
derselben enthaltenen Werthenpaaren verschiedene Punkte P entsprechen. Als- 
dann sind für jeden Punkt P die Grössen u und s eindeutig bestimmt, wenn 
man die Grenzen des Gebietes angiebt, innerhalb dessen deren Werthe fallen 
sollen. Das Quadrat do^ des Linienelementes hat für die Variabein u und s, 
wie bekannt, die Form: 

(8.) da" = du'+mds\ 
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Ebenso ist 

(9.) da^ = df)' + nde, 

wenn r und / die Bedeutung von u und s in Beziehung auf die zweite, auf 
der betrachteten Fläche willkürlich gezeichnete Curve haben. Da einem 
bestimmten Werthenpaare u, s ein bestimmtes r, t entspricht, so sind s und t 
mit u und v bestimmt, und die Einführung der letzteren als unabhängige 
Variable ergiebt für das Quadrat des Linienelemenies: 

da^ = Edu'-{'2Fdudv + Gdv\ 
Diese homogene Function der Grössen du und dv muss, wie die Gleichungen 
(8.) und (9.) zeigen, durch Subtraction der Quadrate du^ oder dv^ resp. in 
die Quadrate der in du und dv linearen Ausdrücke 

]^m . ds 

]^H . dt 
übergehen, welche Eigenschaft zwischen den Grössen E, F, G die Relationen 

{E-i)G={G--i)E = F' 
erfordert. Hiernach ist 



do' = E(du^ + dt^)-\-2\/E{E-'i)dudt) 
oder, wenn man einen Winkel (o durch die Bedingung 

E = — :— 5 — 

sm w 

bestimmt, 

, 2 du^-{-dc^-\- 2coBafdudv 

sin w 

Führt man als neue Variable die halbe Summe p und die halbe Differenz q 

der Grössen u und e ein, so ergiebt sich schliesslich: 

2 dp' , dq' _ dp' . dq' 



^^ = ..:^»i.> + irr^TTT ^ TT- + 



WO 

& = sin4w, ö'(A') = ,/l^^^ 

gesetzt worden. W. z. b. w. 

Diese Form des Quadrates des Linienelementes zeigt, dass auf jeder 
Fläche diejenigen Linien, für welche die Summe der geodätischen Ab- 
stände von zwei willkürlich auf ihr gezeichneten Curven consiant ist, 
von denen senkrecht geschnitten wird, für welche die Differenz dieser 
Abslände denselben Werth beibehält. 

Substituirt man für die willkürlichen Curven zwei Punkte, so gelangt 

man zu einer Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft eines Systems 
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confocaler Ellipsen und Hyperbeln, eine Verallgemeinerung, welche man Herrn 
Betti verdankt. {Tortolini Annalen Bd. HI, Sulki teorica generale delle 
super ficie curre)*). 

4. 

Für die Darstellung der neuen Flächenklasse, die sich aus der An- 
wendung der eben angedeuteten Transformation auf eine Kugel ergiebt, wird 
es unsere nächste Aufgabe sein, die Bestimmung eines Punktes (X, Y, Z) einer 
Kugel vom Radius Eins durch die Yariabeln p und q anzugeben. Für diesen 
Zweck sind zunächst die Coordinaten X^ Y, Z sowohl durch die Variabein u 
und 8 als auch durch r und / auszudrücken. 

Bezeichnen §, rjy ^ die Coordinaten eines beliebigen Punktes der ersten 
auf der Kugel willkürlich gezeichneten Curve, bestimmt als Functionen von s, 
ly fXy V diejenigen eines beliebigen Punktes der zweiten Curve, bestimmt durch 
ty so erfüllen diese Grössen die folgenden Gleichungen: 

V + ri' + 1' = 1, 
l' +1^' + v' = 1, 

'^ ds''^ ds' "" ' 



dt' + dt' + dt' - ' 
und die Darstellung der Punkte {X, Y, Z) , welche in dem gemeinschaftlichen 
Bereich des Gebietes («^ s) und desjenigen von (r, /) enthalten sind, geschieht, 
wie man leicht verificirt, durch die Gleichungen: 

X= asinu+§cosu = asinr+ Acos«?^ 

(10.) I y = 6sin«i+^costt = /?sinf?+,acosf?, 

Z = csinn+^cos« = ysinf? + ycosr^ 



in denen: 



dC V dn dv du 

* ds ^ ds ^ ' dt dt ^ 

^ ds ^ ds ^ ' dt dt ^ 

^ dvi di , du dl 



*) In der Note des Herrn Betti ist, ich weiss nicht durch welchen Umstand, 
das Quadrat des Linienelementes fUr die betreffenden Variabein durchgängig als 
identisch mit 

du'+de'+2Fdude 

angegeben worden, ein Irrthura, der auf die Besultate keinen Einfluss bat. 
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Aus diesen Gleichungen bestimmen sich X, Y, Z durch s und t in folgender Form: 

dfj dv dC dfi 



(11.) 



x —. 


dt 


dt dt 


dl 




Y - 
Z = 


dt 


sinV 

dX d£ 
dt dt 


dv 
dt 


? 


dt 


dft dtj 
dt dt 


dX 
dt 


1 
■ 1 



d£ dl , dn du , d^ dv 
C0S1// = — = L_._I__2? ^ 

während zur Bestimmung von u und t? durch « und t sich die Gleichungen 

(cosfi = -X?+y?j+Z^, Sinti = Xa+ 76+ Zc, 

I cosf? = Xl+ Yfi + Zv, sinr = Xa+Yß+Zy 

ergeben, von denen die beiden rechts stehenden unter Benutzung der Werthe 
von a, b, c, a, ßy y und X, Y^ Z mit Hälfe einer bekannten Transformation in 



dl ' ' dt ' ' dt 
»sin« = 

(13.) 



smw = ; — : , 



i4+,^+.« 



ds ds ds 

smt? = 



umgesetzt werden können. 

Endlich sind die Variabein p und q durch die Gleichungen 

tt + t? u — 1> 

P = -2-^ 9 = ^2- 

als Functionen von « und t gegeben. 

Zur Bildung des Quadrates des Linienelementes 

dX^-\-dY'+dr 

durch du und dv bestimmen wir die Grössen dX, dY, dZ aus den linearen 

Gleichungen 

-sinarf« = UX+ridY-\-ldZ, 

-sinerfe = XdX+judY+vdZ, 

= XdX+YdY+ZdZ, 

welche sich durch Differentiation der Gleichungen (12.) und der folgenden: 

X^+Y^+Z" = 1 
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ergeben. Aus ihrer Auflösung folgt: 



dX = 



(14.) \dY = 

sinip 



dX 
dt 


du — 


dl 
ds 


dt) 


dl* 
dt 




dt 



du 4" --7— dt 



jrw dt ds 

a£ = 



smt^ 

wovon man sich leicht durch Substitution und Berücksichtigung der Gleichungen 
(13.) überzeugt. Hiernach wird: 

dX'+dY'+dZ' = äu^+dv'f2co,xpdudt> 

und folglich, wenn man die Variabein p und q einführt und 

setzt: 

dX'+dY^+dZ' = ^+4w' 
Die Gleichungen (4.), welche mit Hülfe der Werthe von * und 0{k) die Form 

ix = \J [(i// + sini//)rfX— 2sini//-^rfyJ, 

(150 |y = i/[(V^+sinV')rfy~2sinv/47rf9]. 

z = \J [(v^+sini//)rfZ — 2sinV7-^rfgl 

annehmen, stellen hiernach die Flächenklasse dar, deren Hauptkrümmungs- 
radien p und p' in jedem Punkte durch die Gleichungen 

. P = 1 

(16.) . 

, _ y — smy; 

verbunden sind, aus denen sich durch Elimination von xp 

(16-.) 2(p-(>') = sin2(p+p') 
ergiebt. 

Es bleibt schliesslich noch übrig, in den Gleichungen (15.) die Quan- 

titäten dq^ -^, -^, -^ durch «, <, cfe, rf/ darzustellen, da eine explicite 
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DarstelloDg von U', X, Y, Z durch p und q nur in besonderen Fällen zu 
ermöglichen ist. Bei der Einfuhrong von m und r statt p und q, welche 
zu diesem Zwecke zunächst geschehen wird« ist 

CA cA CA Cl CM VI cZ cZ oZ 

cg CM er • cfl OM er ' cg cii er 

2äq = dm-dt 

zu setzen« wo die auf m und r bezdgiichen Differentialquotienten aus den 
Gleichungen ^14.^ entnommen werden können. Zur Darstellung von du, dt) 
durch ds und di addire man die Gleichungen (14.)« nachdem man sie der 

Reihe nach mit -^« -^« -^ multiplicirt hat, wodurch man 

. cos i^^M -r dt 

mäs = — 



sine' 

erhält« wenn der KOne weeen 



cX ii; cJ d^ , cZ 

CS ds CS ds CS 

Auf ähnliche Weise erhält man 

db-r cos ^Je 






•A = 



wo 






-w 






Kü ergaben sich daher für am und t/e die Bestimmungen: 

— mdaco%rl>-\-ndt 



dm = 



(/e = 



mds — ndtcostp 



MU ihrer HaIFp erhiil mui nnnmehr durch eine einfache Rechnung: 

' l/;Ki(-S-+*4)-*+G4+''4)«*l' 

Dit^lMi ai»iuH^ ooniplicirton Gleichungen enthalten die vollständige Integration 

d(«r durch dio Gleichung 

a(p--p') := sin2(p+p') 




Weingarten, zur Theorie der Oberflächen, 171 

gegebenen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Form von 
einem directen Integrationsversuciie abschrecken würde. Man kann jedoch aus 
denselben für eine eingehendere Untersuchung der durch sie dargestellten 
Fldchenklasse keinen weiteren Vorlheil ziehen, vielmehr sind die Elemente 
zu einer Discussion der allen Flächen dieser Art zukommenden Eigenschaften 
in den Gleichungen (11.)? (13.)? (16) enthalten, welche man aus den vor- 
stehenden durch entsprechende Rechnungen wieder herzustellen hätte. 
Die Gleichungen (7.), welche sich für unseren Fall in 

7] = --/cos^jicos-|-yrfv^ + sin-|--^rfy|, 

t = -ycos-^jicos-|-Zrft/'+sin^-^rfg) 

verwandeln, und in die man, auf die eben angegebene Weise s und / als 
Variable einzuführen hat, bestimmen die Ciasse der Flächen, deren Linien- 
element in die Form 

d§' + dri^ + d^ = cos^-^-^ + sin^^rfg^ 

oder, wenn sin -^ = r gesetzt wird, in die folgende 

{i-r^)dr'+r^dq' 

gebracht werden kann. Als Repräsentant dieser Classe kann eine Rotations- 
fläche von der durch die Gleichungen 

Ä = / yi — ä' — t^dry 



t# = arsm-^. 

q 
X = cercos-^ 

a 

bestimmten Form angesehen werden, in denen a einen die Einheit nicht über- 
schreitenden Parameter bezeichnet. 

5. 
Für die Ermittelung der auf eine Kugel abwickelbaren Flächen, deren 
Lauf durch die Bedingung 

(,(,' = 1 

22* 
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oder dorch die partielle Differentialgleichmig 



£'s 


6*5 


C 5 CS 


dx' 


c»' 


CXCjf CXCIf 


fi 


es' 


C5* V 



bestimmt wird, hal unsere Behandlangsweise den Erfolg, dass die Aufgabe 
von der Integration einer anderen Differentialgleichung abhängig gemacht wird, 
die zwar ebenfalls Ton der zweiten Ordnung ist, jedoch nur denjenigen Dif- 
ferentialquotienten dieser Ordnung enthalt, der durch die auf einander folgende 
Differentiation nach beiden der unabhängigen Variabein gebildet wird. Diese 
Zurückiuhrung darf nach dem. was Ampere über partielle Differentialgleichun- 
gen gelehrt hal* in der Thal als eine Reduction des Problems angesehen 
werden. 

Damit die Gleichungen (6.) durch Elimination von Ar auf die Beziehung 

pp' = 1 

führen* ist B{k) gleich }\-^lr zuoiehmen. 

Die Integration der Differentialgleichung (17.) kommt daher darauf hinaus, 
das Otiadral des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins in die Form 



^¥-r{^ + ^)^' 



au transformiren oder in die gleichbedeutende: 
welche aus ihr durch die Substitutionen 

r-r^ 9 = a+/3, -j= — ^ — 

hervorgehl. 

Sind ^ utid (f die Polarcoordinaten eines Punktes einer Kugel vom 

Hadiu» Kiiii>% i>o bt das Quadrat des Linienelementes derselben: 

woloher Aui«druok durch die Substitution 

u = ctg^e"^', 

e = lg sind' 4- yt 
dit« oliifHohero Form 

Hiiiilninit. TiiHero Aufgabe verlatigt daher die Bestimmung der zwei Functionen 



> 
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u und e durch o und ß in der Art, dass die Gleichung 

e^"du--dv^ = da' + dß'+(e"'+e-'")dadß 
eine identische wird. 
Da 

so wird diese Bedingung erfüllt, wenn v so bestimmt wird, dass 



(18.) e"du = ^i+^da+^l+^dß, 



d. i. durch die partielle Differentialgleichung: 

dß' 



de- ]/ 1 + 1^ de-" j/l + 



Ö/9 da 

oder durch die folgende: 



Ist «? eine durch diese Gleichung definirte Function der Variabeln a und ß, 
so ergiebt die Gleichung (18.) die Function u durch Quadratur, während ft 
durch die Gleichunor 

dv öt) 



(20.) — ^— = yi+^ yi+^ -- 



d/P da dß 
zu bestimmen ist. 

Die Bestimmung von w kann auch fär sich auf die Integration einer 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von einfacher Form zurück- 
geführt werden. Es ergiebt sich diese Gleichung, wenn man aus den Coef- 
ficienten 1, 1, e'^ + e"*' des Quadrates des Linieneleraentes 

da" + rf/52 + (e"' + e-"') da dß 
nach der bekannten Gati^^ischen Formel das Krümmungsmass ableitet, und 
dasselbe, da es sich auf eine Kugel vom Radius Eins bezieht, gleich Eins 
setzt. Man gelangt auf diesem Wege zu der partiellen Differentialgleichung : 

d^ ~ 2 

Die Gleichung (20.) zeigt hiemach, dass die Integration dieser partiellen Dif- 
ferentialgleichung durch die Integration der Gleichung (19.) gegeben ist, ein 
Resultat, welches man auch direct hätte ableiten können. 

Berlin, 1862. 
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8ur quelques problemes relatifs aux surfaces reglees. 

(Par M. Edouard Cotnbescure ä St. Etienne.) 



Xje n"". 5 des annali dt matematica^ qui a paru en Novembre 1862, 
contient un tres- interessant memoire de Mr. E. Beltrami sur les developpees 
et les deeeloppantes des courbes ä double courbure. L'auleur fait voir 
(p. 264 et suiv.) que la recherche des developpees dune courbe plane quel- 
conque depend (Tune seul quadrcUure. J'etablirai ci- apres que si la courbe 
donnee est gauche la determination des diveloppees depend de Tintegration 
d'une equation de Bernouilli, L'auteur traite ensuite (p. 276) le probleme 
inverse donl Tobjet est de trouver les developpantes d'une courbe donnee 
quelconque, et il le resout completement. II est bien visible que les deux 
problemes en question reviennent: le premier, a trouver Taröle de rebrousse- 
ment d'une surface developpable definie par une courbe directrice et la loi de 
deplacement ^ngulaire et la generatrice rectiligne: le second, a trouver les 
courbes qui coupent sous un angle, dont la loi est donnee, les tangentes a 
Tarnte de rebroussement supposee connue. 

II me sera utile, pour ce qui suil, de reproduire textuellement le n"". 6 
d'une note que j'ai communiquee, en avril 1860, a la societe Imperiale 
d'Agriculture du departement de la Loire et qui a paru, la mSme annee, dans 
les Annales, mathematiquement peu connues, de la dite Societe. 

§. I. 
1. ^Les coordonnees (rectangulaires) Xy y^ z d'un point d'une sur- 
face quelconque etant exprimees par des fonctions de deux parametres quel- 
conques u et 6^ tout-a-fait independants , les trajectoires orthogonales des 
courbes = constante sont determinees par Tequation 



*) S d^signe et d^siguera toujours une somme sjm^trique ä trois termes. 
L'^quatiion r^sulte de ce quC; pour les courbes 6 = constante, les cosinus de direction 

de la tangente sont proportionals ä -j— , -~-, "j— > tandis que, pour une courbe 

dx dx dy dw 

quelconque trac^e sur la surface, ils le sont ä "j~" ^** "f"^ ^^> 'd'^^'^1^^^' 

du -f- ~jz- dO. 



du ' dd 



k 
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SMl s'agil d'une surface reglee, on peut prendre 

les l, fiy . . . ki^ . . . dependant uniquement de 6. L'equation differentielle 

devient 

{4^+u0&)d0+0'du = 0, 

oü 0^==SAi, 4> = Slil'^ les accents indiquant les derivees par rapporl a 0. 
II en resulle u = — g — , v elant une constante arbitraire ou le parametre 

^ ■ Par suite 

et, pour un arc quelconque trace sur la surface, on a 

u devant 6tre remplace par sa valeur precedente. Si Ton designe par (p l'angle 
de la courbe consideree avec la generatrice rectiligne correspondante, on a 

dr> = cos cp.dsy 
et 

tang<prf<? = rfd]/Ä(i'+i»--^(*+00'w)% 

d'oü Ton deduit entre ei t> Tequation des courbes pour lesquelles tp est 
une fonction connue de ces variables et particnlierement celle des trajectoires 
obliques, c'est-a-dire qui coupent les generatrices sous un angle constant. 

On peut remarquer que a designant Tarc de la directrice {x^X, y = /ti, 
j5 = i/) et € Tangle de cette directrice avec la generatrice rectiligne cor- 
respondante au point de rencontre, on a 

€p =z 0co3€-T^^ et par suite V= / cosedo; 

de faQon que cette quantite V peut Stre assimilee a une sorte de travail 
mecanique." 

Je conserverai les mömes notations, sauf que je supposerai tout de 
suite egale a 1 la quantite que j'avais conservee pour des raisons de 
symetrie: A^, /ij, v^ seront des lors, sans facteur etranger, les cosinus de di- 
rection de la generatrice rectiligne et Ton pourra ecrire generalement 

(1.) iangipdv= VdOy en posant, pour abreger, 

V = iip - ?P)^S X^+ 2 (f? - iP) Si:i[ + o^ sitf «. 
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2. Cela pose, s'il s'agil d'une surface developpable , dont Taröte de 
rebroussement est la direclrice donnee {'^,i^fV\ on aura 

et l'equation differentielle deviendra 



(2.) lang(pdt> = (v—a)dOy 35 =z{f)—a)dü), 

dw etant Tangle de contingence de la courbe donnee. Si (p est une fonction 
donnee quelcouqne de et que Ton pose 



on aura donc 



/cot cp dio 



(3.) 



dv f r da\ 

— a)dui 



, dl 
d^i 



«+constante= / — —=i 1 ^ .^^ 



Ce qui ne differe que par la notation des formules de M. Beltrami et repond 
a la seconde des questions posees. 

Lorsque (p est une fonction donnee des deux variables el t> (ce qui 
nie semble le point de vue general oü Ton doit se placer, par analogie avec 
ce que Ton fait sur le plan) Tequation (2.) cesse d'ötre lineaire et il faut la 
traiter par les artifices que Ton juge convenables. Par exemple, si Ton avait 

coty = A+Btfy 

A e{ B etant des fonctions de seul, on rentrerait dans le cas d une equation 
de Bernouilliy qui serait tout de suite integrable si A etait nul, et qu'on in- 
tegrerait general ement si, A om B etant indeterminee , on* determinait cette 
fonction d'apres une Solution particuliere, d'ailleurs arbilraire, de Tequation dif- 
ferentielle. On aurait encore un cboix d'exemples ä posteriori beaucoup plus 
nombreux, en designant par M une fonction arbitraire de ö et «? et determi- 
nant (f^ par la condition que Tequation (2.) ou plus generalement Tequation 
(1.), etant mullipliee par M, devint une differentielle exacte. On devrait 



Combescure, sur quelques problemes relatifs aux surfctces reglees, 177 

prendre alors 

lange/, = -l[f(t>)-/JMLde], 

f{t) etant une fonclion arbilraire de v, V le radical de requation (1.)? et «? 
elant regarde corame constant dans rinlegralion relative ä ö. 

§. II. 
3. Le Probleme de trouver Tarnte de rebroussement d'une surface 

deyeloppaI)le definie par une directrice et la loi de Variation angulaire de la 

generatrice recliligne, revient ä considerer dans les equations (3.) x, y, z, «, (p 

comme des fonctions donnees ly m^ n, p^ q d'un parametre independant ö, et 

ä en deduire A, i^^ ^^ ^. L'equation dv = cos(pd8 permet de considerer r 

comme une fonclion aussi connue du meme parametre et alors, en remettant 

r — <y pour la parenthese, on a ä inlegrer le Systeme 

dl dfji dv ^ da 

l — / fc — m V — n a — «?' 

rf^ + rfi/Hrfi^' = da", 
qu'on rendrail loul-ä-fail symelrique en remplaQant a et r par ay^^—l el 
r}/— 1. Ce Systeme conduit par des transformalions de rapports egaux et des 
differenliations a Irois equations finies. deux lineaires et une quadratique entre 
i—/, ,a— m, v—n^ a—t> el des quantiles connues, cequi reduit la question a 
une inlegralion unique. Mais je prefere revenir aux formules et aux Con- 
ventions du n*'. 1 oü ly fi^ Vy e sont censees des fonctions donnees en 0, 

L'arc de trajectoire normal aux generalrices rectilignes a pour dif- 
ferentielle VdO. Le minimum de celle differentielle est, pour une mdme 
valeur de 0^ 

d0^a"sin't^^^^^ 
el correspond ä 

il repond ä la ligne de striction dont les equations sont, par suite, 

,- , , , sx'k; sk'k', sx'x; 



Pour que la surface soit developpable il faut et il suf&t que ce minimum soit 
zero, c'est ä dire que Ton ait 

a«sin'€ = ^T^' 
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et conime generalement 

ds' = dv'+V'dO', 

on aura, dans ce cas, 

d8= ±df); d'oü s + const. = + r^ 

le signe + se rapportant au double sens dans lequel on peut coinpter l'arc s 

de Var6le de rebroussement. La queslion est ramenee actuelleraent a deter- 

miner ^, ,a,, Vi d'apres les trois equations 

4. Si Ton fait 

= --; , 6 = — -i: c = —, , 

(Tcos« a'cos« ^ ff'cos« ^ 

le Systeme des trois equations precedentes peut Stre remplace par le suivant 



k 



— ^. _ 



(a.) { ^^*+ */'i+^^i = 1^ 
ii+ m1+ ^1 = 1, 

ou Ton a introduit auxiliairement la guatrieme equation, dans laquelle A, B^ 
C, ö) sonl des fonctions indeterminees de 0, On verifie que les trois premieres 
lignes (a.) peuvent tenir lieu du Systeme primilif, par la double transformation 
de rapports deduite de la premiere ligne 

qui reproduit la premiere equation du Systeme en question. 

Sous la condition 

Aa+Bb + Cc = 0, 

on deduit des trois dernieres equations (a.) 

(/i.) (^, = ^ + ^co-\-{Ca-Ac)R, 



H 



ou Ion a pose 
1 



Ä = ^^)/ir(A^-l)-A^a)%- a'+b' + c =A%- A' + B'' + C' = H\ 
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De la premiere ligne (a.) on deduit les deux nouveaux rapports egaux 

SAß-a) - Sa(A,-a) ' ^^^^ ^^ 
SA'ii = Cöy Saii = l, on tire 

SAK = m'-SÄk,, Sal[ = -Sa'k,: 

ce qui reduit requation precedente a 

m' - SA'l, __ Sa% 

Or de {(i,) on conclut 

SÄl, = ^^ + -^ai+RSÄiBc-Cb), 

donc, en observant qua 

SÄa = —SÄa\ on aura 

Si Ton pose pour un instant 



SAa' , SA'CBc — Cb) , Sa'CBc — Oi) . 



et qu'on transpose dans le premier membre le preraier terme du second, le 
nouveau preraier membre revienl a f^\-^) et, en faisant 

üi ^ h 

Ä^ Hfh'-i ^' 

Tequation revient a 

S_ 

ce qui, par la Substitution 

tang^i// = w, 

rentre dans une equalion de Bemouilti. On pourrait, dans Tequation trans- 

formee en «?, assujettir les fonctions A, B^ C ä la nouvelle condition d'annuler 

le coeflicient du terme en tr^ ou du terme independant ; mais on serait amene 

pour determiner ces fonctions a une equation differentielle du mSme genre 

que Tequation en ip, ce qu'on pouvait prevoir par une legere reflexion. Je 

prendrai donc tout de suite la deuxieme condition finie 

SAa' = 0, qui, jointe a SA{$ = 0, 

23» 
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fournit 

Ä B C H ,, , 

d ou 



bc^—Vc ca^—da ab'—a'b h]'Sa'^—h'^ ' 
Bc—Cb _ Ca--Ac _ Ab—Ba _ H 



a 



]//i^-l 






(/?*.) 



b , j/p^ T 



/'j = ^+ /-f^ 1. -^=^7 [{ca'-ac')smyj + {b'h-bh')cosip], 



Vi =. TT--\ -,^^z====^\(ab'— ab)sinw+(c%— ch') COS w]^ 



5. II reste, poiir avoir les cordonnees x, y, z de l'arele de rebrous- 
semenl, ä mellre dans les formules (4.) du n**. 3, les valeurs de A,, .Uj, Vi 
qu'on vienl de Irouver. On observe pour cela que 



Si'k[ = ^ o' cos sSa'k, = -a'cost[^+ ^''\ ^ -ySa^'-ircosip], 



= —u; 



cos 6 1 — + -^— r ]'Sa *— A ^cos V^J 

et si Ton veut iutroduire partout les donnees primitives A^ /^y v, e^ on Irouve 

Sans peine 

, , if a'cosa ,, ., (tV.osI 
oc—o c = j— , . . .: ah — ah = r— ^ • • -^ 

^So'^-A'^ = -^— . Sa'(6c"- 6"c) = ^' ^'*J /^ -* - -r-A" ; 

' pc!os6 ' ^ '' <t' COS « (> rcos 6 

{) designant le rayon de courbure de la directrice, cos$, cosry, cosc ses 
cosinus de direction: r le rayon de torsion, coscf, cos/:f, cosy les cosinus 
de direction de Taxe du plan osculateur. Au raoyen de quoi la Solution est 
condensee dans le tableau suivant: 

x = l + XiUy y =l^+ih^h & = v + riUy s+consi= /coseda+Uy 

li = -1— cosf+sin6(cosasini// + cos^cosi/0^ 
^1 = -^cosf+sin6(cos/?sini// + cos//cosi//), 

Vi = -^cos€+sin€(cosysinv/4-cos^cosv^), 
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Bine 
u = 



H cos tp 



da g 
dtp 1,1,. 

da ^ Q 

auquel on peut joindre la relation 

cos/ = sintsini//^ 
X designant l'angle du plan osculateur et de la generalrice rectiiigne cor- 
respondanle, et qui resulte de la derniere equation (a.). II serait sans doule 
possible en inlerpretanl convenableraent ces formules, d'arriver ä une Solution 
geometrique de la question; raais je laisse cet examen de cöte. 

6. Tout depend actuellement de Tintegration de Tequation differentielle 
en yj, Cetle equation est immediatement integrable 1*" quand r est infini, 
c'est-ä-dire quand la directrice est plane, c'est le cas resolu par M. Beltrami; 
2° quand B = \n^ c'est-ä-dire quand les generatrices rectilignes sont normales 
ä la directrice, dans ce cas 

dv etant l'angle de torsion et v^^ une constante arbitraire, et toutes les formules 
se simplifient nolableraent; 3° lorsque 

r 
— cot« = /r, 

k etant une constante donnee, ce qui, en supposant de plus « constant, com- 
prend le cas des helices tracees sur des cylindres a base quelconque. 

Generalement il faudra se donner une Solution particuliere (dans le cas 
d'une directrice plane cette Solution aurait ete la deteloppee plane de la courbe, 
si la forme donnee ici a l'equation dilFerentielle n'avait rendu son Integration 
manifeste) et prendre en consequence 

cot« = ~j— , 

— sin /"((/) 

f etant une fonction quelconque. Celle est m^me generalement la forme 
necessaire de cotc; car la forme connue de l'integrale generale de Tequation 
de Bernouilli soumet forcement les coefficients de l'equation a une pareille 
relation (ou toute autre equivalente). Et quel que soit, dans le present pro- 
bleme, le choix initial des variables, il est impossible, a part quelques cas 
particuliers, de ramener la question ä des quadratures directesy sans quoi, en 
renversant le calcul, l'equation de Bemoulli serait integrable sans Solution 
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particuliere. Moyennant cette relation on trouvera par le procede connu 

fcolfdv 

tangJV ^ |_^ eJ^ 

X etant une constanle arbitraire et dv Tangle de torsion. 

7. En faisant varier celle constante, on aura diverses arötes de re- 
broussement, repondant a la möme loi de Variation angulaire de la generatrice 
rectiiigne, et dont Tensemble formera une surface snr laquelle un point 
quelconque sera fixe par des valeurs particulieres, attribuees aux parametres 
X et ö ou fj. Pour Irouver les frajectoires orthogonales des arötes de re- 
broussement c'est-ä-dire des courbes ;f = constante, on observe d'abord que 
de {(t,) on deduit 

l\ _ Sak\ _ Sa'k, _ h' fSa^'-h*' _ (/cos* 

d'oüi, a cause de 

X* = k'+l'iU-\-liU, 

on deduit 



n ' 



Donc, en observant que 



x' = ki{a'cose + u). 



dx . du , dX, 



dx dx dx 



on aura 

ci dx dx f t , i\ du ^f dx ^ , ^ , ,xo 

Donc, d'apres le commencement du n". 1, requation differentielle des 
Irajecloires eherchees sera 

rfö(a'cosf + «') + -^rf;^ = 0; d'oü 

/cosfrffT+tt = constante, c. ä dire 

s = constante, 

s etant toujours Tarc de Tarete de rebroussement. Ce qui^ en vertu d'une 
propriete connue de la theorie des surfaces, montre que les arStes de re- 
broussement forment une serie de lignes geodesiques sur la surface qui est 
leur lieu geometrique. Cette propriete a ete etablie autrement par M. BeltramL 
On la deduit aisement de Texpression des cosinus de direction de la normale 
a la surface. 
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§. in. 

8. Supposons que Ton veuille faire passer par une courbe donnee 
aiix coordonnees rectangulaires «^ ß, y, fonctions d'un parainetre 6, une sur- 
face developpable qui soit tangente, le long de son arete de rebroussenient a 
Teilipsoide donne 

l tn n 

On aura evidemmenl ä integrer le Systeme 

dx ^ dy _ d* 
X — a y — ß . z -y ' 

r "^ m» "^ «' "" ^' 

/* 1^ * \^ » — * •< 
m n 

lequel, par la double Substitution 

a = la, ß = mby y = nc 

devient le Systeme («.), n°. 4. Par la Substitution inverse, faite dans le 
Systeme (/5*.)^ on aura donc, lout de suite, 

^ = ^ + /^l"^ ^ [-^ (^y ~/^» sint//+ («M-~ «er) cos V^] , 



3'ys^, — d*' 



(A.) 



y = |- + ^^^=[-^(ya'-/«)smv+(/W-/?.ncosv], 
» = f + --^P=[-^(«/3'-«Wsmv+(/(y-y<y')cosv], 






, _ 1 Sa'Cßr"-rn I 

V — -jinr — ;— 1»3 r+ 



sin^. 



oü Ton a fait, pour abreger, 

f r m n 

On remarque encore que Tintegration est immediate quand la courbe donnee 
e£t plane, et dans d'autres cas faciles a voir. 
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9. Si Ton remplace dans les equations (A.) y^ par ^ ^* 4"®? apres 
avoir luultiplie la derniere par l, on fasse tendre celte quantite vers rinfini. 
Oll aura les formules relatives au cylindre 



y , * 



9 



T+-X- = 1, 



m n 



savoir 



_ ß i¥^ my 



» = -iT + 



y , l^d^^T nß 



d* ' d^ m 



5 



^, _ »»»<) Cßy'-yß'y +mTlW3r'/% 



ou 



<'=/5+'' 



1 » • 



II n'y aura qu ä inlegrer par le procede ordinaire requalion lineaire en w. 

10. Si dans les equations (A.) on remplace x par x—l, a par « — /, 
f/r par pl, n^ par ^r/ et qu'on fasse tendre ensuite / vers Tinfini on aura les 
formules relatives au paraboloide elliptique 

p q 

savoir 

ß' TV 






l/-2a + -^ + i- 



|/-2o+^+'' 



'=y+ .x>. P ,. '^ [-- ^/ysini/>+/cosV'], 



9 



|/-^ + 



ßfy-yßf' , \ p ^ 






9 



Combescure, sur quelques probltmes relaiifs aux surfaces regUes, 185 

11. Le cas de Thyperboloide a une nappe se deduit des formules (A.) 

en changeant / en /y'— 1, ip en i/'j/— 1 et transformant ismixp^ cositp (i etant 

)/— 1) en exponentielles reelles ou en fonctions hyperboliques : Tequation en ip 
est toujours une equation de BernoullL Pour en deduire ce qni est relatif au 
cöne on change dans les formules obtenues, et que je puis me dispenser 
d'ecrire, l^ m^ n en Ik, mk^ nk. On obtient des expressions de la forme 

X = ^ + k[Aie^-^e-y^)+B{e^+e-^% 

A, B, M^ N etant des fonctions independentes de k, Si Ton faisait tout de 
suite k = 0^ Xy y, z ne dependraient pas de ip, ce qui ne peut 6tre. Mais 
si Ton remplace ip par yj+logC, C etant une constante quelconque et que Ton 
pose Ä C = 1 , on aura 

lim/r(eV'-e-V') = lim (e^' ~ -i- ^-^) = eV'^ 

et consequemment, pour le cas du cöne, 

x = (A +B) e^, v/' = M+Ne'f', . 

L'equation differentielle revient ä une equation lineaire en la divisant par e^. 

L'byperboloide a deux nappes et ses Varietes se traitent d'une maniere 
analogue. 

§. IV. 

12. J'ajouterai, pour terminer, quelques remarques concernant les 
surfaces reglees en general. Si, revenant aux notations du n*". 1, X, fi, y^ 
^M ^19 ^1 ^^^^ ^^^ fonctions bien definies du parametre 0, on peut, par les 
formules (4.) du n^. 3, rapporter la surface a sa ligne de striction qui est une 
des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes. Mais il est plus 

simple de supposer 

€=^7i et il, ^1, Vi 

egaux aux cosinus de direction de Taxe du plan osculateur de la directrice 

{XyiLt^y) qui devient elle-mdme la ligne de striction. En designant par r le 

rayon de torsion de cette courbe, les formules generales peuvent alors s'ecrire 

x = k+Xif>, y=f^+/^if>^ j5 = y+n«^. 



tangyrfp = rfcyyl+^, 
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4o 
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et par suite 

cdv 



da = 



f r 



de faQon que le probleme est ramene aux quadratures. 

En particulier, lorsque la fonction f{v) est nulle, le mobile decrit uni- 
formement une ligne geodesique de la surface: on peut prendre Telement du 
tenips egal a Tarc d^ de la ligne parcounie et supposer H=^; en posant 
en outre 

Tequation precedente (en changeant son signe) devient 

da __ dtp 

On a donc, en designant par c' une nouvelle constante, 

f) z=i r cot am ^^^^t_ , c) 
pour r^quation des lignes geodesiques; et 

sin' V 1^1 — c'sin'v; 
8 en resulte par une quadrature elliptique. 
St. Etienne, 7. Janvier 1863. 
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Die cubische Gleichung^ von welcher die Lösung 
des Problems der Homographie von M. Chasles 

abhängt. 

(Von Herrn 0. Hesse zu Heidelberg.) 



Problem. 

\Jn donne dans le mSme plan deux systemes de sept point chacun 
et qui se correspondent. Faire passer par chacun de ces systemes un 
faisceau de sept rayons^ de teile sorte que les deux faisceaux soient 
homographiques. 

Wenn a = und o^ = die Gleichungen irgend zweier geraden Linien 
in derselben Ebene darstellen, die sich in einem Punkte c schneiden, so ist 

(1.) a-la^ = 

mit dem willkürlichen Factor l die Gleichung irgend einer geraden Linie, 
welche durch den Punkt c geht. Diese Gleichung kann man für den ana- 
lytischen Ausdruck des vom Centrum c ausgehenden Strahlbäschels nehmen. 
Denn man erhält aus ihr die Gleichung jedes einzelnen Strahles, wenn man 
dem willkürlichen Factor l den ihm entsprechenden Werth zuertheilt. 

Sind ferner ^ = und Ä = die Gleichungen irgend zweier geraden 
Linien, welche sich in dem Punkte C schneiden, so ist wieder: 

(2.) A-XÄ = 

mit dem willkürlichen Factor X die Gleichung irgend einer geraden Linie, 
welche durch den Punkt C geht; und die Gleichung (2.) ist der analytische 
Ausdruck für einen zweiten vom Centrum C ausgehenden Strahlbüschel. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) repräsentiren irgend zwei eon den Cen- 
tren c und C umgehende homographische Strahlbäschels deren homologe StrcMen 
durch den willkürlichen, aber in beiden Gleichungen gleichen Factor X be- 
stimmt sind. 

Beiläufig sei erwähnt, dass in gleicher Weise die Gleichung (2.) eine 
beliebige mit dem Strahlbüschel (1.) homographisch getheilte gerade Linie 
darstellt, wenn ^ = und Ä = die Gleichungen von irgend zwei Punkten 
bedeuten. 
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Dieses vorausgesetzt, wollen wir annehmen, dass c und C die Centren 
seien der gesuchten beiden Strahlbüschei und dass die Gleichungen (1.) und 
(2.) die homologen Strahlen der beiden Systeme darstellen. Es seien ferner 
X, y, z mit den angehängten Indices 1, 2, . . ., 7 die homogenen Coordinaten 
der 7 gegebenen Punkte des einen Syslemes und X^ Y, Z mit denselben 
Indices die Coordinaten der entsprechenden Punkte des anderen Systemes. 

Lassen wir alsdann k irgend einen der genannten sieben Indices be- 
deuten, so drücken die beiden Gleichungen 

(3.) (a),~ A,(öO* = 0, iA),^h{A% = 
die vierzehn Bedingungen aus, dass sieben Strahlen des einen Strahlbüschels 
c durch die sieben gegebenen Punkte des einen Systemes gehen, und dass 
ihre homologen Strahlen des anderen Strahlbüschels C durch die sieben ge- 
gebenen Punkte des anderen Systemes gehen, vorausgesetzt, dass (a)^, («i)* 
und {A)j^y (Ä)k die Ausdrücke bedeuten, in welche a, a^ und A^ Ä durch 
Veränderung der variabeln Coordinaten in die den Indices k entsprechenden 
Coordinaten der gegebenen Punkte des einen und des anderen Systemes 
übergehen. 

Diese vierzehn Bedingungen reduciren sich durch Elimination von h 
auf folgende sieben Gleichungen 

(A\ W* (^)* _ A 

^^•^ (a.> (^0* - ' 

welche das vorgelegte Problem lösen. 

Denn bestimmt man die zwölf Constanten in den vier linearen Func- 
tionen a, »1, -4, Ä in der Weise, dass sie den sieben Gleichungen (4.) ge- 
nügen, so ergeben sich aus den Gleichungen: 

(5.) a = 0, «1 = 
die Coordinaten des gesuchten Centrums c, und aus den Gleichungen 

(6.) ^ = 0, Ä = 
die Coordinaten des Centrums C. 

Aus dem Umstände, dass nur sieben Gleichungen die zwölf Conslanten 
zu bestimmen haben, darf man aber nicht folgern, dass das Problem unendlich 
viele Auflösungen zulasse. Es ist im Gegentheil, wie M. Chasles bemerkt, 
das Problem ein vollständig bestimmtes. 

Um dieses nachzuweisen, setzen wir: 

ia, = a,x+ß,y+rti, A' = a' X+ß'Y+y' Z. 
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Von den zwölf in diese vier linearen Aiisdräcke von a, aj, A, Ä eingehenden 
Constanten können wir zwei, z. B. /^o und y^ gleich setzen, was darauf 
hinauskäme, den beiden durch das Centrum e gehenden geraden Linien a = 
und ai = 0, die wir beliebig um das Centrum drehen können, bestimmte Rich- 
tungen zu geben. 

Berücksichtiget man ferner die Art des Eingehens der noch übrigen 
Constanten in die Gleichungen (4.), so sieht man, dass sich noch drei Con- 
stanten auf die Einheit zurückführen lassen, etwa a^, = a^ = «" = 1. Es bleiben 
also in der That nur sieben zu bestimmende Constanten übrig, deren Zahl 
gleich ist der Zahl der das Problem lösenden Gleichungen. 

Wir werden jedoch, um die Symmetrie nicht zu zerstören, im Folgenden 
sämmtliche zwölf Constanten beräcksichtigen, aber an ihrer Stelle neun andere 
einführen. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir die Gleichung (4.) wie folgt: 

(8.) +(a,oa;A+Oiiff* + ai7Ä*)y* 

indem wir haben: 

{ a,t) = «0«' - «1 < «10 = /3o«'-Ä< o«) = yo«'-/!«^ 
(9.) a,o = %ß'-a,(}\ an = ß.ß'-ß.(f\ (h, = rJ^nß'. 

Diese neun neuen Constanten a sind jedoch nicht unabhängig von ein- 
ander, sondern es findet, wie aus der Determinanten -Theorie bekannt ist, 
zwischen ihnen die Gleichung Statt: 

«UÜ «Ul «U2 

(10.) OK, an a,2 = 0. 

«20 «21 «22 

Da aber in die acht Gleichungen (8.) und (10.) nur die Verhältnisse der zu 
bestimmenden neun Constanten a eingehen, so geben diese Gleichungen die 
Lösung des vorgelegten Problemes vollständig und zwar in folgender Weise. 

Es seien m und n irgend zwei von den Constanten a. Durch sie 
lassen sich die übrigen sieben Constanten vermittelst der sieben linearen 
Gleichungen (8.) ausdrücken in der Form: 

(11.) a^y =^ bf^^m-^Cf^yU, 
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indem b^y und c^y bestimmte Functionen der Coordinaten der gegebenen 
vierzehn Punkte darstellen. Setzen wir nun diese Werthe^ll.) in (10.), so 

erhalten wir die gesuchte in — cubische Gleichung: 

b^^^m+c^^n, boim+(\)in, binfn+c^n 
(12.) buitn+Cnin^ fenW+Cn», 6i2'»+Cj2i« == 0. 
620*^+020^^ 621^4" ^21»^ 622^+^ w 

Lösen wir diese cubische Gleichung auf, und setzen » = 1, so geben 
die Gleichungen (11.) die Werthe aller neun Coefficienten a. 

Es bleibt noch übrig die Coordinaten x, y, z des Centrums c festzu- 
stellen. Zu diesem Zwecke erinnern wir, dass a = und ai == die Gleichun- 
gen zweier geraden Linien sind, welche sich in dem Centrum c schneiden. 
Bezeichnen wir nun mit X^ Y, Z irgend welche Grössen, so stellt die Gleichung: 
aÄ—aiA = oder, vollständig entwickelt, die Gleichung: 

(13.) +(oioa:+aiiy+Oi2Ä)y 

[ + {a2oX+a2iy + (h2i)Z = 

ein System von geraden Linien dar, welche sich in dem Centrum c schneiden. 
Man hat daher zur Bestimmung der Coordinaten x, y^ z dieses Centrums 
irgend zwei von den drei Gleichungen: 

la^^,x + a^ny + ch^!& = 0, 
(14.) }a^i)X+any+ai2Z = 0, 

l02U^ + Ö2iy + Ö22Ä = 0. 

Da die Coefficienten in diesen Gleichungen aber von der cubischen 
Gleichung (12.) abhängen, so hat man drei Auflösungen des Problemes. 

Wenn in dem behandelten Probleme an Stelle von sieben Punkten in 
jedem der beiden Systeme acht Punkte gegeben wären, so würde dasselbe 
im Allgemeinen keine Lösung haben. Man kann sich aber die Frage stellen, 
welche Lage der achte Punkt des ersten Systemes haben muss, wenn der 
ihm entsprechende Punkt des zweiten Systemes gegeben ist. Diese Frage 
' beantwortet die Gleichung (13.), wenn man festsetzt, dass x, y, z die Coor- 
dinaten des Punktes und dass X^ Y^ Z die gegebenen Coordinaten des 
Punktes seien. Sie sagt aus, dass der Punkt auf einer von dem ge- 
gebenen Punkte abhängenden geraden Linie (13.) beliebig gewählt werden 
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Ebene Curven, zwischen deren Bogen und Coor- 
dinaten eine Gleichung zweiten Grades besteht. 



(Von Herrn R. Hoppe.) 



Xst zwischen dem Bogen s und den rechtwinkligen Coordinaten x, y 
einer ebenen Curve eine beliebige Gleichung zweiten Grades 

(1.) As'+2(Bx+Cy)8+Dx''+2Exy + Fy''+2(Gs+Hx+Jy)+K = 

gegeben, so iässt sich die resuitirende Gleichung zwischen x und y mit Hülfe 
eines elliptischen Integrals allgemein darstellen, wie im Folgenden gezeigt 
werden soll. 

Zunächst kann man die Aufgabe auf eine lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zurückführen. Selzt man nämlich 

dx du 

-^— = cos Ty -~- = sinr, 

differentiirt die Gleichung (1.) erst nach s^ dann zweimal nach r^ so erhält man: 

ks +ILIX +vy +§ = 0, 
(2.) { X's +iu'x +y'y +1' +P«' = 0, 

wo zur Abkürzung 

k = ^ + ÄcosT + Csinr, 

jU = B+D cosT+EsinTy 

r = C+Ecosr + Fsinr, 

§ = G+HcosT + Jsinr, 

p = A +,^cosT+ysinr 

gesetzt ist, und die Accente Differentialquotienten nach r bezeichnen. Durch 
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Hoppe, über eine besondere Gattung ebener Curven. 



paarweise Verbindung der drei Gleichungen findet man die folgenden mit 
Constanten Coefficienten : 



iA8+Bx+Cy+G 
(3.) (Bs+Dx+Ey+H 

(Cs+Ex+Fy+I 



-(C«"+lcV), 

(c*"+ |p'«' ) COST+ pVsinr, 

(p»"+ 1 (> V ) sin T — p Vcos T, 



woraus, wenn man ferner zur Abkürzung 



Ä = - 



ABC 




G B C 




B D E 


; f= 


H D E 


'■> g- 


'CEF 




J E F 





1 B C 
— cosT D E 
-sinr E F 



setzt, die folgende lineare Gleichung für s allein hervorgeht: 

(4.) q{(f8''+iQ's')-q'(fs''-hs+f = 0. 

Zwei specielle Integrale derselben lassen sich unmittelbar aus Gleichung 

(1.) finden. Da nämlich (4.) nicht von K abhangt und durch Substitution von 

f 
«+-^ für 8 von dem einzigen von G, Hy J abhangigen Term f befreit wird, 

so kann man in Gleichung (1.) 

setzen, und erhalt aus letzterer in Verbindung mit der Relation 

eine homogene Gleichung erster Ordnung, die sich nach bekannter Methode 
auflösen lässt, und wegen des doppelten Vorzeichens der im Resultat ent- 
haltenen Quadratwurzel zwei Werthe für s liefert. Setzt man zur Abkürzung 



i7 = 



D E 
E F 



r qdx Ih 



so lauten dieselben: 



8 



=/ 



££ + A_g±o 



Das vollständige Integral der Gleichung (4.) ist demnach 
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' = }/-^(oe«'+c,e-) + ^. 



Da dieser Ausdruck auch den allgemeinsten, der Gleichung (1.) entsprechenden 
Wertb in sich enthalten muss, so bleiben nur noch die Bedingungen für c, 
C| zu suchen, unter denen der gegebenen Gleichung genagt wird. Die Rech- 
nung kürzt sich einigermassen, indem man aus dem System 

A8-\-Bx+Cy+G = a, 
Ba+Dx+Ey+H = ß, 
Cs+Ex+Fy+J = y, 
Gs+Hx+Jy+K = d, 

wo a, ß, Y die bekannten Werthe (3.) haben, zuerst die Gleichung 



ABC G-a 
B D E H-ß 
CEF J-Y 
G H J K-S 



= 



bildet; dann für die letzte Gleichung des Systems die Gleichung (1.) in 
der Form 

substitnirt, und beide resnltirende Gleichungen addirt, wodurch man erhalt: 



oder: 



A 
B 

C 

G-\-tt 



B 
D 
E 
H+ß 



C 
E 
F 

J+r 



G-a\ 
H-ß 

J-Y 
K 



= 0, 



ABC« 




B D E ß 




C E F Y 




a ß Y 





A B C G 

B D E H 

C E F J 

G H J K 



= &, 



35 




k. 
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denn auf diesem Wege ist zugleich mit der Unbekannten ä der ganze lineare 
Theil eliminirt. Eine Berechnung der Determinante zur Linken giebt: 

— 4Ä^cc, = k, 

und das Integral der Gleichung (1.) lautet nun: 



s = 



_ ' J9e+k 



2h 



y^(«'-4-)+i- 



3Iittelst der Gleichungen (3.) lassen sich nun leicht die Werthe der 
Coordinaten finden. Setzt man 



A = 



A G C 


1 


A B G 




E F 




B C 


B H E 


, h- 


B D H 


, ^1 = 


B C 


1 9t = 


D E 


C J F 




C E J 











so wird 



= (M. + COST) 



ce9 e" 

c 



2>?)^+* 



4-y _^£____|_il. 



y = (^ + sinr)_: 



ctf-—e-o ?«• + — «' f 



Die Elimination von r zwischen beiden Gleichungen lässt sich allgemein 
ausfflhron. Seist man nfimlich 

(5.) o, = «-.4« = 5x+Cy+G, 



(«.) 



ßi = ß-Ba^Dx+Etf+H, 

i, = S~Gs = Hx+Jy + K, 



HO lAMt iilch (iloiohung (1.) schreiben: 



(7.) «' = tt\-A((i,x+r,y+d^) 
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und Gleichung (2.): 



(8.) a+iicosT+ysmr = 0. 



Gleichung (7.) giebt zuerst a, dann Gleichung (5.) s, dann die Gleichun- 
gen (6.) ß und y, dann Gleichung (8.) cost und sinr^ ausgedrückt in x und 
y, woraus weiter l^ ft^ v^ p, o folgen. 

Die vorstehende Auflösung erleidet nur eine Ausnahme für A = 0, d. i. 
für den Fall, wo die gegebene Gleichung parabolisch ist, wo sich nämlich die 
linearen Terme durch keine Veränderung des Anfangs der x^ y, s ent- 
fernen lassen. In diesem Falle aber ergiebt sich unmittelbar das erste Integral 
der Gleichung (4.): 






demzufolge sich s als ein Doppelintegral darstellen würde. Anstatt jedoch 
die Constante der zweiten Integration der ursprünglichen Gleichung gemäss 
zu bestimmen, kann man sogleich den Werth von 8 mittelst Gleichung (1.), 
die wir in der Form 

{G+a)8 + iH+fi)x+{J+r)y + K = 

schreiben, und mittelst zweier der Gleichungen (3.) auf s' und ^" zurück- 
führen, und erhält nach Elimination von x und y: 



2/i+ 



D E H 




D E ß 


E F J 




E F y 


H J K 




ß y 



= 0. 



woraus nach Berechnung der letzten Determinante hervorgeht: 



8 = 



-w(/-^y -^/-^ 



2qVe 
f 

— 5^- (D sin^T — 2£ sin T COST + FcosV) 



2f 



D E H 


E F 


J 


U J 


K 



Die Werthe von x und y sind hieraus leicht zu finden. 
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Die beiden Integrale 

h fÖt^Q 



J gg + h y Q " J 



stellen sich unmittelbar als elliptisctve Functionen dar, insofern ^y abgesehen 
von einem reinen Quadrat im Nenner, Function vierten Grades von tg ^t ist. 
Eine Berechnung zeigt, dass das letztere keine Function dritter Gattung 
enthalt. 

Berlin, 1862. 
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Jacob Steiner. 

Üiine fast ununterbrochene Kette bilden im Journal von seiner Ent- 
stehung an bis vor wenig Jahren die unübertroffenen Arbeiten des am 1. April 
verstorbenen Jacob Steiner. Dem Journal liegt es darum ob, die Trauer- 
kunde, welche die ganze mathematische Welt schmerzlich bewegt, zu bestätigen 
und dem Verstorbenen an der Stelle ein Denkmal zu setzen, wo die Kette 
abläuft. 

Jacob Steiner gilt fär den ersten Geometer seiner Zeit. Mit dem 
grössten Theile seiner Arbeiten, welche ihm diese Geltung verschafft haben, 
hat er das Journal geschmückt. Sie folgten schnell auf einander mit zwei 
grösseren, aber bedeutsamen Unterbrechungen. 

Die Zeit der ersten Lücke in dem Journal füllt die Bearbeitung seines 
classischen Werkes aus : Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geome- 
trischer Gestalten. Der Charakter des Buches ist Einfachheit und Strenge der 
Principien neben Mannigfaltigkeit der daraus gewonnenen Resultate. Darum 
wird es auch als Muster eines Lehrbuches der höheren Geometrie für spätere 
Zeiten dienen, welches reiche Keime weiterer Entwickelung in sich trägt. 
Der Verfasser vereinfacht, erweitert und vermehrt darin die von Poncelet er- 
fundenen Beweismethoden. 

Die Zeit der zweiten Unterbrechung scheint dem Kampfe mit dem 
Imaginären in der Geometrie gewidmet gewesen zu sein, wovon sich die 
Spuren vorher und nachher in dem Journal auffinden lassen. Es gewinnt 
diese Hypothese an Wahrscheinlichkeit, wenn man von dem Gespenst — 
wie Steiner sich auszudrücken liebte — in der Ebene und im Räume hört, 
mit dessen Hülfe er die verborgenen Wahrheiten enthüllte. Von da ab datiren 
seine zahlreichsten Entdeckungen, die weit über die Grenzen hinausgehen, 
welche seine Zeitgenossen sich gesteckt haben. Sie sind, gleich den Fermat- 
sehen Sätzen, für die Mit- und Nachwelt Räthsel. Denn Steiner hat es in 
dem Drange seiner Entdeckungen nicht mehr bewältigen können, die Wege 
zu bezeichnen, die ihn dahin geführt haben. Es ist dieses um so mehr zu 
bedauern, als er sich jetzt auf einem Boden befand, auf dem die synthetische 
Geometrie zwar eine Richtschnur der Bearbeitung geben, den sie aber nicht 
beherrschen kann, weil ihr die Allgemeinheit der Grundlage mangelt. 
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Die Sieiuerscheu Sätze bleiben deshalb für den Geomeler ein zu er- 
strebendes Ziel, für den Analytiker ein Wegweiser zur Bildung und Erforschung 
von Functionen, die in der höheren Algebra von grosser Bedeutung sind. 

Steiners Wirken steht mit der synthetischen Geometrie in unauflöslicher 
Verbindung. Mit unermüdlicher und ausschliesslicher Thätigkeit widmete er 
sich ihr. bis zu dem Grade der Schwärmerei, dass er es wie eine Schmach 
der Synthesis aufnahm, wenn bisweilen die Analysis. deren Macht er nicht 
unterschätzte, gleiche oder gar weitergreifende Resultate brachte. 

Diese Hingebung hat er noch in einer letztwilligen Verordnung be- 
kundet, welche durch Stiftung eines Preises für synthetische Geometrie auch 
in der Zukunft die Kräfte der Mathematiker auf diesen Zweig der Wissen- 
schaft zu lenken sucht. 

Heidelherff. den 22. April 1863. 

Otto Hesse. 
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Ueber die Reibung der Flüssigkeiten. 

Nachtrag zu der Abhandlung Seite 229 Band 59 dieses Journals. 

(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Göttingen.) 



§. 1. 

An der in der Ueberscbrift genannten Abhandlung habe ich die mathe- 
matische Theorie einer Methode entwickelt, welche Coulomb zur experimentellen 
Bestimmung der inneren Reibung von Flüssigkeiten erfunden hat *). Ich habe 
die für dies Problem geltenden simultanen partiellen Differentialgleichungen 
durch eine Reihe von particularen Lösungen integrirl. Dabei zeigte sich der 
dieser Art von Aufgaben eigenthumliche Umstand, dass die particularen Lö- 
sungen theils in reeller theils in complex-imaginärer Form auftraten. 

Die Natur der allgemeinen Lösung habe ich dann einer besonderen 
Discussion für den Fall unterworfen, dass die flüssige Umgebung des Apparats 
unbegrenzt ist. In diesem Falle giebt es zwei coraplex-imaginäre Lösungen, 
und es ist leicht nachzuweisen, dass die Summe der unendlich vielen reellen 
mit wachsender Zeit weit rascher verschwindet als die ersteren, so dass sie 
bald zu vernachlässigen ist. 

Den allgemeineren Fall einer von festen Wänden begrenzten Flüssig- 
keit habe ich nicht näher untersucht. Vielmehr habe ich nur die Form der 
Lösungen der Differentialgleichungen entwickelt, ohne indess unter diesen die 
complex-imaginären von den reellen zu sondern oder auch nur nachzuweisen, 
dass unter ihnen complex-imaginäre enthalten sein können, noch zu bestimmen, 
wie viele derselben existiren. 



*) Seit der Publication dieser Arbeit ist mir eine zweite Abhandlung von Stokes 
über Reibung (Transactions of the Cambridge philosophical Bociety Vol. 9, part2. 1851) 
bekannt geworden, in welcher derselbe ausser verseniedenen anderen Problemen auch 
die später von mir gelöste Aufgabe bebandelt (Art. 7 und Note 5). Ich mache daher 
auf Priorität keinen Anspruch, wenn auch unsere Metboden und Endformeln von ein- 
ander sehr verschieden sind. 

Stokes berechnet in dieser Abhandlung aus den bis dahin angestellten Beobach- 
tungen numerische Werthe der Reibung verschiedener Flüssigkeiten. Diese stimmen 
für tropfbare Flüssigkeiten mit meinen Zahlen überein; dagegen weicht der für atmo- 
sphärische Luft berechnete Werth beträchtlich von meinen Bestimmungen (Bd. 59; 
S. 281) ab. Ich will desshalb hier vorläufig bemerken, dass meine Beobachtungen 
eine noch nicht berücksichtigte Fehlerquelle enthalten, worauf ich an einem anderen 
Orte zurückkommen werde. 

Journal fOr Mathematik Bd. LXII. Heft 3. 26 
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Diese Lücke beabsichtige ich durch die gegenwärtige 3Iittheilung aus- 
zufallen. Ich werde den Beweis fuhren, dass unter der früher aufgestellten 
unendlichen Reihe von particularen Lösungen je nach den Umständen entweder 
strei oder keine von compl ex-imaginärer Form enthalten sind. 

Das physikalische Interesse dieses Beweises liegt darin, dass nach der 
früheren Abhandlung die complex-imaginären Glieder, zu einem vereinigt, das 
Glied bilden, von dem die Periodicität der Bewegung abhängt. Es wird also 
zugleich bewiesen, dass die Schwingungsdaner und das logarithmische Deere-- 
ment der Schwingungsbögen des Cotdombschen Apparates eindeutige Grössen^ 
also unabhängig tom Anfangsznstande der Bewegung sind, falls überhaupt pe- 
riodische Bewegung zu Stande kommt. Eine solche findet nicht mehr statte, 
wenn die Ausdehnung der Flüssigkeit sehr beschränkt und dadurch der Ein- 
fluss ihrer inneren Reibung so sehr vermehrt wird, dass die Reibungskräfte 
über die anderen auf den Apparat wirkenden Kräfte, welche regelmässig 
wiederkehrende Oscillationen hervorzurufen streben, das Uebergewicht erhalten. 

Ausser diesem physikalischen Interesse besitzt die Aufgabe ein nicht 
geringeres mathematisches. Die particularen Lösungen der Differentialgleichun- 
gen werden nämlich bestimmt durch die Quadrate der Wurzeln einer trans- 
cendenten Gleichung, welche gleiche positive und negative Wurzeln besitzt. 
Die reelle oder imaginäre Form der Lösungen hängt von der der Wurzeln 
ab. Die Lösung des Problems ist hierdurch darauf zurückgeführt, eon einer 
gewissen transcendenlen Gleichung zu beweisen , dass sie ausser unendlich 
vielen reellen Wurzeln je nach dem Werthe der in ihr enthaltenen Parameter 
entweder vier oder keine complex-imaginären Wurzeln besitzt. Diese Eigen- 
schaft jener Gleichung aber scheint mir merkwürdig genug zu sein, um eine 
besondere Beachtung zu verdienen. 

§. 2. 
lieber die endliche Anzahl der complex-imaginären Wurzeln einer transcendenten 

Gleichung. 

Die in Rede stehende transcendente Gleichung erscheint in meiner er- 
wähnten Abhandlung in mehreren verwandten Formen, welche je nach der 
Natur des physikalischen Problems, dem sie entsprechen, ein mehr oder minder 
complicirtes Ansehen haben. Die allgemeinste Form ist (Gleichung (14.) §.8, 
S. 285, Bd. 59) 

^ ' ' (' 'ainwc-f-'w^eosmc ' ^sinm&'\-mCiOOsmc 



i 
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Hierin bezeichnet m die gesuchte Wurzel, und es sind a, ß^^ ß^ ^29 ^39 ^9 ^ 
reelle positive Grössen. Die Gleichung bezieht sich auf das physikalische 
Problem, die Bewegung des Coi^/om6schen Apparats zu bestimmen, wenn die 
Scheibe desselben sich in der Grenze zweier an derselben nicht adhäriren- 
den Flüssigkeiten befindet. Haften die Flüssigkeiten aber an der Scheibe, so 
wird ^2 = und ^3 = 0, und die Gleichung (1.) wird einfacher 

(2.) = m'+a*-2m^ß2C\gmc+ß:,cigmc\' 

Sind beide Flüssigkeiten gleich, befindet sich also die Scheibe in einer Flüssig- 
keit, so wird ß2 = ß, = ß und (Gleichung (10.) §.6, S. 249, Bd. 59) 

(3.) = m'+a^-2ßm\clgmc+c[gmc'). 

Befindet sich endlieh die Scheibe in der Mitte der Flüssigkeit^ so wird c=c' und 

(4.) = w*+a*-4/?m'ctgmc. 

Es ist nachzuweisen, dass einer der Gleichungen (1.) bis (4.) je nach 
dem positiv und reell vorausgesetzten Werthe der Parameter vier oder keine 
complex- imaginären Wurzeln m genügen. Dies habe ich in der früheren Ab- 
handlung (Bd. 59, S. 256 und 292) für den speciellen Fall unendlich grosser 
c und c' daraus bewiesen, dass in diesem Falle für complexe m die Gleichun- 
gen sich in algebraische Gleichungen verwandeln. Ich will jetzt denselben 
Beweis ohne jene beschränkende Voraussetzung fähren. 

Um die Betrachtung möglichst von weitläufigen Rechnungen frei zu 
halten, beschränke ich dieselbe auf die Untersuchung der einfachsten Form 
der Gleichungen, wie sie die Gleichung (4.) darstellt. Es wird sich schliesslich 
leicht ergeben, wie der Beweis allgemeiner zu führen ist. 

Ich bringe zunächst die Gleichung (4.) auf die Form 

(5.) = — ~ — r— tff«»c. 

Dann zerlege ich den algebraischen Theil in Partialbrüche und entwickle 
ebenfalls die Tangente nach Partialbrüchen; so erhalte ich 

(6-) { , 2tnc , 

• • • 1 1 ■ ^ ■ i ■ • • • • 

^ . , /2n-l V 

Breche ich diese Reihe nach dem n*"' Gliede der Tangentenentwickelung 
ab, so besteht die Gleichung aus n+2 Gliedern. Schaffe ich die Nenner 

26* 
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durch Multiplication fort und dividire durch den gemeinsamen Factor m^ so 
bleibt eine algebraische Gleichung, welche für m^ vom (n+l)**"" Grade ist. 
Sie hat also («+!) Wurzeln m^ Nun ist leicht einzusehen, dass von diesen 
(w+1) Wurzeln mindestens (n—i) reell und positiv sein müssen. Denn da 
mit wachsendem reellen positiven m die Function 

(7.) { , 2mc 

• • • - j ■ ■ 



für die Werthe 

m'c^ = (\n)\ (Jti)', (|7i)^ . . . (-^:_:7) 

negativ unendlich gross und gleich darauf positiv unendlich gross wird, ohne für 
andere reelle Werthe von m unstetig zu werden, so ist klar, dass zwischen 

(i^y und ii^)\ (j^y „,,d (jf)-, . . . (!=,--» -^-)' "»1 (^t)" 

mindestens je ein positiver reeller Werlh von ;w^ liegen muss, welcher die 
unter (7.) angegebene Function =0 msicht. Die betrachtete Gleichung (w+l)'*'" 
Grades hat also mindestens («—1) positive Wurzeln nr. Ausser diesen können 
ihr höchstens zwei negative oder imaginäre Werthe von tnr genügen. Die 
Gleichung besitzt also höchstens vier imaginäre Wurzeln m. 

Dieser Beweis gilt für jede ganze Zahl n, also auch für einen beliebig 
grossen Werth derselben. Lässt man nun n beliebig wachsen, so bringt man 
dadurch die algebraische Gleichung bis zu jedem beliebigen Grade der Ge- 
nauigkeit in Uebereinstimmung mit der Gleichung (6.), also auch mit der mit 
letzterer identischen transcendenten Gleichung (5.). Damit ist bewiesen, dass 
auch die Gleichung (5.) nicht mehr als höchstens tier imaginäre Wurzeln m 
besitzen kann. 

Die möglichen Werthe der Anzahl der imaginären m sind also 0, 1, 
2, 3, 4. Von diesen Möglichkeiten bleiben aber nur die erste und die letzte, 
und 4, und zwar in Folge einer Bemerkung, welche ich schon in der frü- 
heren Arbeit gemacht habe. Rein imaginäre Werthe von m können nämlich, 
wie leicht einzusehen ist, der Gleichung nicht genügen ; die imaginären Werthe 
von m sind also von der complexen Form m = a+biy wo « = ]/—! ist. Ge- 
nügt aber dieser Werth, so erfüllt die Gleichung auch der andere a—bi, und 
die mit entgegengesetztem Zeichen behafteten —a—bi und —a+bi. Besitzt 
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also die Gleichung (5.) überhaupt imaginäre Wurzeln, so besitzt sie deren nicht 
mehr und nicht weniger als vier, und zwar von complex- imaginärer Form. 

§. 3. 

Andre Art des Beweises. 

Das gefundene Resultat ist ein specieller Fall eines allgemeinen Theo- 
rems, des Theorems nämlich, das jede monodrome und monogene Function 
im ganzen Intervalle aller reellen und imaginären Werthe ihres Arguments 
ebenso oft unendlich gross wie unendlich klein wird, wobei auf die Ordnung 
des unendlich Kleinen und unendlich Grossen Rücksicht zu nehmen ist. 

Wendet man dieses Theorem auf den vorliegenden Fall an, so wird 
die Function 

immer nur unendlich gross erster Ordnung. Es tritt aber die Schwierigkeit 
ein, dass die Function für unendlich grosse reelle m keine bestimmte Bedeu- 
tung mehr behält. 

Nun ist früher bewiesen (Bd. 59, S. 253), »dass, wenn m = a-rbi ein 
complex-imaginärer Werth ist, der P = macht, immer 

a' + b'<:cc' 

ist; demnach wird P für sehr grosse imaginäre m nie 0, ebensowenig oc. 
Andererseits überzeugt man sich durch Construction zweier Curven, deren 
Abscissen m und deren Ordinaten 

P = -;^r:jr^ und ^^tgmc 

sind, für alle reellen Werthe von m leicht davon, dass zwischen je zwei 
hinlänglich grossen Werthen von m^, für welche ^ = oc wird, immer ein, 
aber auch nur ein reeller Werth von m^ liegt, für welchen p = q wird. Für 
reelle m von grossem absoluten Werthe wechseln also die Punkte, für welche 
die Function P Null oder unendlich wird, regelmässig ab. 

Demnach bleibt jener allgemeine Lehrsatz für die Function P ange- 
nähert richtig, wenn ich das Intervall der unbeschränkt Veränderlichen m nicht 
bis ins Unendliche sondern bis zu einer sehr grossen oberen Grenze aus- 
dehne. Da ich diese Grenze beliebig gross wählen kann, so kann ich in der 
Anwendung jenes Satzes auf die Function P jeden beliebigen Grad von Strenge 
erreichen, d. h. exacte Resultate finden. 
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Ich wähle nun die Grenzen für die reellen Werthe von m so, dass 
dieselben 2n Zweige der Curve q umfassen, und verstehe unter n eine ganze 
Zahl von beliebiger Grösse. Im imaginären Intervall reicht die Bestimmung 
aus, dass die Beslandtheile a und b von m = a+bi grösser als a sind. * Inner- 
halb dieser Grenzen lassen sich nun leicht die Werthe von m aufzählen, für 
welche P = oder oo wird. 

Die Function P wird zunächst unendlich gross für vier imaginäre 
Wurzeln m, welche der Gleichung 

= m*+a* 

genügen, ferner für 2n reelle Werthe von m. Denn da das Intervall 2» 
Zweige der Curve q umfasst, so wird in demselben q^ also auch P^ 2i»mal 
unendlich. Demnach wird innerhalb der gewählten Grenzen die Function P 
überhaupt (2«+4)mal unendlich gross. 

Es lässt sich ferner ein Minimum der Anzahl reeller m, welche P = 
machen, in jenem Intervall angeben. Da nämlich die Curve p jeden Zweig- 
der Curve q mindestens einmal schneiden muss, und da innerhalb der Grenze 
2n Zweige der Curve q liegen, so wird innerhalb derselben mindestens 2» mal 
die Ordinale p gleich der Ordinale q, oder es wird P für mindestens 2h 
reelle Werthe von m gleich Null. 

Da nun innerhalb jener sehr grossen Grenze die Anzahl der Unend- 
lichkeitspunkte von P gleich der der Nullpunkte sein muss, so folgt, dass P 
höchstens für vier imaginäre Werthe von m verschwinden kann. 

Diese veränderte Form des Beweises zeigt die enge Beziehung zwischen 
den imaginären Werthen von m, welche P = machen, und denen, für welche 
es unendlich wird, also die Verwandtschaft der betrachteten transcendenten 
Gleichung mit der algebraischen >w*+«* = 0, in welche sie übergeht, wenn 
bei dem physikalischen Probleme von der Reibung abstrahirt wird. 



§. 4. 

Bedingungen fUr das Auftreten der vier complex-imaginären Wurzeln. 

Nach dem Vorigen ist die Anzahl der complex- imaginären Wurzeln 
der Gleichung (5.) entweder 4 oder 0. Es bleibt zu untersuchen übrig, 
welche dieser beiden Möglichkeiten stattfindet, und unter welchen Umständen. 
Dies kann auf geometrischem Wege geschehen. 
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Ich bringe zunächst die Gleichung (5.) auf die Form 

(8.) mc = Arctg^^ 

und construire dann die beiden Curven, deren Ordinalen 

(9.) y = mc, z = Arelg-J^^ 

sind, für jeden positiven reellen Werth der Abscisse m. Ein Durchschnitts- 
punkt beider Curven hat zur Abscisse eine Wurzel der Gleichung (5.). Vort 
den negativen Werthen der Abscisse kann ich dabei absehen, da die positiven 
und negativen Wurzeln der Gleichung (5.) einander gleich sind. 

Die Curve y ist eine gegen die Abscissenaxe geneigt ansteigende 
gerade Linie. Dagegen besteht die Curve z aus unendlich vielen Zweigen, 
welche einander parallel im Abstände n von einander verlaufen. Von diesen 
Zweigen kann ich diejenigen unberücksichtigt lassen, welche auf der negativen 
Seite der Abscissenaxe liegen, da diese nicht zum Durchschnitt mit der geraden 
Linie kommen. Der Verlauf eines solchen Zweiges ist aus den Differential- 
quotienten von z leicht zu übersehen. Man hat 



= 4/? 



dm *'' (m*+a*y+(4/ym'y ' 

dm' "" ' (^(m*+ay+(4(im'yy 

Die Curve steigt also von 0, n^ in, . . . aus mit wachsendem m anfangs an, 

4 

erreicht bei m = a)/3 ein Maximum und nähert sich in der Unendlichkeit 
asymptotisch der Abscissenaxe. Auf beiden Seiten des Maximums findet ein 
Wechsel der Krümmung statt; das erste Mal bei einem Werthe von m^ wel- 

4 

eher zwischen und a)/0,3 liegt; das andere Mal, nachdem m grösser als 
a|/ll,7 geworden ist. Die Curve kehrt der Abscissenaxe anfangs ihre con- 
vexe, dann sehr bald ihre concave und endlich wieder ihre convexe Seite 
zu. Die Werthe ihrer Ordinaten liegen zwischen und \n, n und ^n^ u. s. f. 

Eine Curve von dieser Beschaffenheit kann von einer geraden Linie 
im Allgemeinen in drei Punkten geschnitten werden. Doch lässt sich leicht 
beweisen, dass eine vom Anfangspunkte der Coordinaten ausgehende Gerade 
nur den ersten Curvenzweig, d. h. den Zweig dreimal schneiden kann, der 
ebenfalls ' durch den Coordinatenanfangspunkt geht; alle folgenden Zweige 
kann sie nur einmal schneiden. 
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Denn wenn die Gerade durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht, 
so liegen zwei der drei Durchschnittspunkte nothwendig auf verschiedenen 
Seiten der Stelle, an welcher die Curve am stärksten ansteigt, also der Stelle 
deren Abscisse die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

" dm' 

oder 

(11.) = (m*+«*)(m'^-12«*m*+3««)-96«V^->w' 

ist. Wenn nun bewiesen wird, dass eine vom Anfangspunkte der Coordinaten 
nach dem Punkte des stärksten Ansteigens im zweiten Curvenzweige ge- 
zogene gerade Linie stärker ansteigt, als die Curve in diesem Punkte, so ist 
damit ebenfalls bewiesen, dass der zweite und alle folgenden Curvenzweige 
von einer durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden geraden Linie 
nie mehr als einmal getroffen werden können. Dasselbe ist bewiesen, wenn 
ich zeige, dass eine durch den Punkt des stärksten Ansteigens im ersten 
Curvenzweige an diesen gelegte Tangente die negative js-Axe in einem 
Punkte schneidet, welcher näher am Coordinaten-Anfangspunkte liegt, als der 
Abstand n der Curvenzweige von einander beträgt. 

Dies folgt aus dem kleinen Werthe von m, welcher dem Maximum 
des Ansteigens entspricht. Lege ich an einen Punkt der Curve eine Tan- 
gente, so ist deren Gleichung, wenn w und r ihre laufenden Coordinaten sind, 

(12.) «+ro = 4f \„,,_^'^„y^^^^„,.y n. 

Hierin bezeichnet t?,, den Abstand des auf der negativen Seile der Ordinaten- 
axe liegenden Durchschnittspunkts derselben mit der Tangente, und es hat 
den W^erth 

Berährt nun die Tangente den Punkt des stärksten Ansteigens, so genügt m 
der Gleichung (11.). Mittelst derselben eliminire ich die Constante /? aus dem 
ersten Gliede der Gleichung (13.). Bringe ich zunächst die Gleichung (11.) 
auf die Form 

(11\) = {m' + a')(3a'-my-6a\{m*+aJ+{4/3mJ), 
so wird Gleichung (13.) 



«0 = 



(m« + o«)(3o«-m') ^^^^^ m*+a 



0. E. Meyer, über die Reibung der Flüssigkeilen. 209 



und nach Gleichung (11.) 



Setze ich dann m* = xa*, so liegt nach dem Früheren x zwischen den Grenzen 
und 0,3: und es wird 



Bei den angegebenen Grenzen für x nimmt das erste Glied seinen grösslen 
Werlh für x = an, und zwar erhall es den Werlh )^2, also einen Werlh, 
der kleiner ist als n. Die Arctangente aber liegt, da vom ersten Curven- 
zweige die Rede ist, zwischen den Grenzen und j^tt. Demnach rauss 

t?o < >/2 < TT 

sein; und damit ist nach dem Obigen die Behauptung bewiesen, dass nur der 
erste Zweig der Curve z von der Geraden y dreimal und alle anderen nur 
einmal geschnitten werden können. 

Da nun die Abscissen der Durchschnittspunkle der Curven und der 
Geraden Wurzeln der Gleichung (^5.) sind, so ergiebt sich in Bezug auf die 
reellen positiven Wurzeln dieser Gleichung, dass erstens m = der Gleichung 
genügt, dass zweitens in dem Intervalle 0<.mc<Zln entweder zwei oder 
keine Wurzeln liegen, und endlich, dass in jedem folgenden Intervalle 
7i<Zmc<Z^7iy 27T<:imc<C\^ etc. je eine Wurzel der Gleichung liegt, 
während die zwischenliegenden Intervalle ln<Cmc<iny ä/i<Cwc<C27r etc. 
deren keine enthalten. Die negativen Wurzeln sind den positiven dem ab- 
soluten Werthe nach gleich. 

Vergleichen wir dies Resultat mit dem in §. 2 gewonnenen, so zeigt 
sich, dass die in dem Intervalle 0<:;^*c<.]^ liegenden zwei Wurzeln, so 
wie die in dem entsprechenden negativen Intervalle enthaltenen zwei, welche 
vier nicht unter allen Umständen auftreten, identisch sind mit den vier Wur- 
zeln, welche nach §. 2 möglicher Weise imaginär werden können. 

Hiernach lassen sich leicht die Bedingungen aufstellen, unter denen 
diese vier Wurzeln reell sind, sowie diejenigen, unter denen sie imaginär 
werden. Sie sind reell, wenn die Gerade y = mc mit der Abscissenaxe einen 
kleineren Winkel einschliesst, als die vom Anfangspunkte der Coordinalen 

an die Curve z — Arctg - ^ ^ gezogene Tangente mit derselben Axe bildet; 
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sie sind dagegen imaginär, wenn der Winkel der Geraden gegen die Axe 
grösser ist als der der Tangente. 

Die Abscisse iW| des Punktes, an welchem diese Tangente die Curve 
z berührt, wird durch die Bedingung bestimmt, dass die früher mit r^, be- 
zeichnete Grösse verschwinde, also durch die Gleichung 

(iA) Arclff ^^^^' -- ¥<(3«*-m;) 

welche mit der Bedingung nach mj aufzulösen ist, dass die Arclangente zwi- 
schen und In liege, und dass m^ positiv und reell sei. Unter dieser Be- 
schränkung hat die Gleichung, wie die Natur der Curve z beweist, ausser 
den Wurzeln mj = und W| = ^o, welche nicht in Frage kommen, nur eine 
positive reelle Wurzel. 

Hiernach ist unter Rücksicht auf die erste Gleichung (10.) die Be- 
dingung für das Auftreten imaginärer Wurzeln der Gleichung (5.) 

WO Wi der Gleichung (14.) genügt. Ist c kleiner als diese Grenze ^ so ver- 
wandeln sich die imaginären Wurzeln in reelle. 

Um eine angenäherte Vorstellung von dem aus Gleichung (14.) und 
(15.) folgenden Grenzwerthe von c zu gewinnen, führe ich die bei den an- 
gestellten Experimenten erfüllte Voraussetzung ein, dass /i eine kleine Grösse 
sei. Durch Entwickelung der Arctangente erhalle ich aus Gleichung (14.) 

(14^) 3«*-mJ = (fn\+a^){i + lM+^M'+^^>\, 
wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Demnach ist 

wenn ()' eine positive Grösse von der Ordnung ß' bezeichnet. Dadurch wird 
die Ungleichheit (15.) 

(l5^) c>-^+., 

wo e eine positive Grösse von der Ordnung (P ist. Bis auf Grössen von 
der Ordnung ß^ ist also die Bedingung für das Auftreten der vier imaginären 
Wurzeln der Gleichung (5.) 

(16.) a'c:>2ß; 



i4ßm]y 



1N2 



= "\r! a" — cigmc 
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findet die umgekehrte Relation 

a'c < 2ß 

statt, so verwandeln sich auch diese vier Wurzeln in reelle. 

In der früheren Abhandlung habe ich die hier benutzte geometrische 

Methode ebenfalls auf die Curven 

z, = ctg mc und Zo = ^^^, , 

sowie auf einige allgemeinere Functionen angewandt. Ich habe dabei über- 
sehen, dass in der Nähe des Punktes tn = 0, in welchem die Ordinaten dieser 
Curven unendlich werden, ein dreifacher Durchschnitt beider Curven statt- 
finden kann. Es hat iudess dieser Fehler keine anderen Folgen, als dass ein 
nicht weiter benutztes Theorem unrichtig angegeben ist. Nach demselben 
sollte die Anzahl der reellen Wurzeln m der Gleichung 

plus der der Wurzeln n der Gldchung 

= sin WC 

von den Werthen der Parameter a^ ß^ c unabhängig sein. Dieser Satz gilt 
aber nur, wenn das Wort reellen gestrichen wird. Hiernach sind Seite 250 
und 251, sowie Seite 287 Band 59 zu verbessern. 

§. 5. 

Darstellung der imaginären Wurzeln. 

Zur Entwickelung der vier imaginären Wurzeln der Gleichung (5.) 
bietet sich von selbst der Weg, diese Gleichung in der Form 

(17.) = w^— 4/:?m^ctgmc + «* 

als algebraische Gleichung vierten Grades, in welcher der Coefficient des 
zweiten Gliedes noch zu entwickeln ist, anzusehen und durch Näherung auf- 
zulösen. 

Im Falle eines sehr grossen Werthes von c hat man für m = a±bi 
angenähert c^g{a±bi)c —+iy so dass man zunächst statt der Gleichung (17.) 
setzen darf: 

(18^) = m'±4ßim' + a\ m = a±bi, 

falls man bei der Auflösung beachtet, dass b als eine an sich positive reelle 
Grösse vorausgesetzt ist. 

27» 
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Im anderen extremen Falle eines sehr kleinen c kann man in erster 
Annäherung stall der Gleichung (17.) setzen: 

(18^) = m*-4-^m'+a\ 

Endlich drittens kann man auch von der einfachen Gleichung 

(18^) = m' + a* 

ausgehen, welche ebenfalls in der Regel gute Annäherungswerthe liefern wird, 
da eine Wurzel m = a-{-bi der Gleichung (17.) die Eigenschaft hat, dass 

a' + 6^ <C «^ ist. 

Berechnet man mit einem so erhaltenen ersten angenäherten Werthe 
von m die Function ctgmc oder auch das ganze Glied Afim^cigmc und setzt 
das Resultat in die Gleichung (17.) ein, so erhält man durch Auflösen eine 
zweite Annäherung, u. s. w. 

§. 6. 

Aehnliche transcendente Gleichungen. 

Ich habe die Untersuchung der Eigenschaften einer gewissen Classe 
von transcendenten Gleichungen an die einfachste specielle Form derselben, 
wie sie in der Gleichung (5.) enthalten ist, geknüpft, um Weitläufigkeiten und 
unnütze Rechnungen zu vermeiden. Es ist indess das benutzte Verfahren 
ebenfalls anwendbar, wenn die transcendente Gleichung eine der allgemeineren 
Formen der Gleichungen (1.) bis (3.) oder eine ähnliche Gestalt besitzt. 

Die zweite Art des Beweises (§. 3) führt nach Division der Gleichung 
durch (m*+a*) auch in diesen allgemeineren Fällen sofort zu dem Resultate, 
dass die Gleichung höchstens vier imaginäre Wurzeln besitzen kann. 

Auch das erste Verfahren (§. 2) ist selbst auf die allgemeinste Form 
(Gleichung (1.)) leicht direct anwendbar. Denn es lassen sich auch die 
Functionen 



CO» MC , COS mc' 



und 



sin mc -f- ^'Sj ^^^ *^^ """ sin ?/ic' -}- m^^ cos fnc* ' 

wenn c, c', ^a, ^3 reell sind, in eine convergente Reihe von Partialbrüchen 
entwickeln, was ebenso wie für die speciellere Function der Cotangente be- 
wiesen werden kann. Diese Entwickelung lässt sich dann untersuchen, indem 
man sie nach dem it*''" Gliede abbricht und darauf n beliebig wachsen lässt. 
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Man kann indess diese neue Enlwickelung vernfieiden und braucht nur 
die der Tangente anzuwenden, wenn man die Gleichung (1.) auf die Form 

(19.) = m'+a'-2m'\-y-ß- + . f\ . 

bringt und nun die Tangenten entwickelt. Das weitere Verfahren ist dann 
ganz dasselbe wie früher, und man gelangt zu demselben Resultate. Es be-- 
sitzen auch die allgemeineren Gleichungen (1.) bis (3.) entweder mer oder 
keine complex- imaginären Wurzeln ^ und zwar das eine oder das andere je 
nach dem Werthe der in ihnen enthaltenen, positiven Constanten, 

§. 7. 
Folgerungen t'ür die physikalische Aufgabe. 

Wir wenden uns nach dieser mathematischen Untersuchung zurück zu 
der physikalischen Aufgabe, welche auf dieselbe geführt hat, und untersuchen 
den Ausdruck für die Winkelablenkung des Coulombsc\ien Apparats, für die 
Winkelgeschwindigkeit desselben sowie eines Theilchens der Flüssigkeit, in 
welcher derselbe oscillirt (Glgg. (19.) §.6, S. 253 und Glgg. (16.) §. 8, 
S. 285, Bd. 59). 

Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden, der Fall nämlich, in welchem 
die transcendente Gleichung vier complexe Wurzeln besitzt, und derjenige, 
dass auch diese vier, wie die übrigen, reell sind. Nach der Bedingung (15.) 
tritt der Fall der Existenz complex -imaginärer Wurzeln ein, wenn die 
Scheibe des Cow/om6schen Apparats sich in einer Entfernung von den Wänden 
des Gefässes befindet, welche grösser ist als eine von den übrigen in Betracht 
kommenden Constanten des Apparats und der flüssigen Umgebung abhängige 
Grenze. Denn die Grössen c und c' sind den Entfernungen der Scheibe von 
den Wänden proportional (Formeln (2.) §.'6, S. 248 und (7.) §. 8, S. 284, 
Bd. 59.). Werden die Abstände kleiner, so werden alle Wurzeln der 
Gleichung reell. 

Betrachten wir zunächst den Fall, dass diese Entfernungen sehr gross 
sind, so erhalten wir ein ähnliches Resultat, wie es früher für den Grenzfall 
unendlicher Ausdehnung der flüssigen Umgebung gefunden wurde. Wir er- 
halten in der Entwickelung der gesuchten Functionen zunächst zwei von den 
complexen m herrührende Glieder. Dieselben zeigen, mit einander vereinigt, 
das Gesetz regelmässig wiederkehrender und zugleich in geometrischer Pro- 
gression abnehmender Oscillationen. Ausserdem erscheint aus den reellen 
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Werthen von m eine unendliche Reihe von Gliedern, welche nichts Periodisches 
enthalten, sondern nur mit wachsender Zeit in geometrischem Verhaltnisse 
abnehmen. Als Function der Entfernung eines Flüssigkeitstheilchens von der 
Scheibe bilden dieselben eine trigonometrische Reihe. In dem Grenzfalle 
unbegrenzter Ausdehnung der flüssigen Umgebung Hess sich diese Reihe zu 
einem bestimmten Integrale zusammenfassen, und von demselben war es nicht 
schwer zu beweisen, dass es mit wachsender Zeit weit rascher verschwindel, 
als die periodischen Glieder, so dass es sehr bald gegen dieselben vernach- 
lässigt werden darf. Im vorliegenden allgemeineren Falle verw^andelt sich 
die trigonometrische Reihe nicht mehr in ein Foi/Wersches Integral. Man 
darf sie aber unter der Voraussetzung sehr grosser c und c angenähert durch 
ein solches ersetzen und kann aus diesem den Beweis führen, dass ihre Summe 
mit wachsender Zeil sehr rasch verschwindet. 

Im anderen extremen Falle sehr kleiner Abstände der Scheibe von 
den Gefässwänden hat die transcendente Gleichung keine complexen Wurzeln. 
Man erhält daher in der Entwickelung der gesuchten Grössen von Functionen 
der Zeit lediglich Exponentialfunctionen mit negativen Exponenten. Von diesen 
verschwinden mit wachsender Zeit am langsamsten diejenigen^ welche die 
kleinsten Exponenten enthalten, und diese sind daher nach einiger Zeit allein 
zu berücksichtigen. Durch die kleinen Werthe ihrer Exponenten zeichnen 
sich nun nach §. 3 zwei Glieder besonders aus, und diese rühren von den 
beiden Werthen von m her, welche gewissermassen die Stelle der complex- 
imaginaren Werthe vertreten. Gegen diese beiden Glieder kann man nach 
einiger Zeit alle übrigen vernachlässigen, und man erhält desshalb die ge- 
suchten Functionen dargestellt durch zwei Exponentialfunctionen der Zeit. 

In den zwischenliegenden Fällen lässt sich keine einfache Annäherung 
mehr angeben. Man erhält Ausdrücke, welche aus trigonometrischen und 
Exponentialfunctionen zusammengesetzt sind, so dass ein Gesetz nicht mehr 
zu übersehen ist. Doch wird man auch wohl nicht in die Lage kommen, 
diese Fälle, sowie den zuletzt betrachteten sehr kleiner Abstände, der Beob- 
achtung zu unterwerfen; denn nur in den extremsten Umständen bemerkt man 
eine Abweichung von dem Gesetze periodischer Oscillationen. 

Göttingen, im März 1863. 
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Probleinatis geometrici ad superficiem secundi 
ordinis per data puncta construendain spectantis 

solutio nova. 

(Auetore H. E. Schröter, Vratislaviae.) 



X roblema gravissimum superficiei secundi ordinis per novem puncta 
data consiruendae primum ab ili. Hesse*) solulum est. Qnae solulio ex pro- 
prietatibus polaribus superficierum s. o. deducta, nee genuina nee salis ex- 
pedita videtur, ut auctor ipse adnotat. Quare optandum fuit, ut hujus pro- 
blematis solutio ratione simpliciore ac magis genuina e definitione quadam 
geometrica superficiei eliceretur. Vesligia vero ill. Steiner persequens ill. 
Seydewitz primus generalem superficiei s. o. definilionem syntheticam in lucem 
protulit, nee non in commentatione **) : „Konstruktion und Klassification der 
Flächen zweiten Grades mittels projektivischer Gebilde'' problema spatii supra 
commemoratum ad aliud reduxit piani, quod bis verbis enuntiat: 

Um ein gegebenes «-Eck (wo n eine durch die Natur der Aufgabe 
selbst erst zu bestimmende Zahl bedeulet) ein anderes zu beschreiben, 
welches mit einem zweiten gegebenen «-Eck in reciproker (oder colli- 
nearer) Beziehung stehe. 

Ad hoc problema, sola lineae rectae ope solvendum ill. Seydewitz 
1. c. geometros invitat nee utique solutionem indirectam, quam ipse aflert, 
justam habuisse videtur. In hac commentatione quaestionem propositam via 
directa aggredi conemur et per synthesin quandam, quae sponte sese offert, 
absolvamus (§.5). An solutio, quam inveniemus ea simplicitate gaudeat, ut 
nihil amplius desiderandum linquat, lector peritus dijudicabit. 

Priusquam vero rem ipsam aggrediamur, haud ineptum videtur, illam 
definitionem syntheticam superficiei s. o. in conspectu ponere* quae tanquam 
fundamentum omnium quaestionum geometricarum circa superficies s. o. con- 
sideranda sit; quae quidem, mutatis mutandis, haec est: 

Si per punctum aliquod spatii P axes s et «' duorum fascium planorum 
(Ebenenbüschel) ducuntur et in altero puncto ^ centra duorum fascium radiorum 



*) Huj. Diar. t XXIV, pag. 36. 
**) GrunerlA Archiv für Mathematik und Physik Bd. IX, pag. 158 fF. 
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(Strahlenbüschel) in diversis planis E et E' ponuntur, st deinde inter fcksces 
planorum axis s et radiorum plant E relatio, quae dicitur projectwa t>el 
homographica concipitur eodemque modo inter fasces planorum axis s et 
radiorum plani E' ita, ut planum commune, quod s et s continet, pro utrtsque 
relationibus lineae intersectionis planorum E et E' respondeat — cuique rctdio 
a P exeunti, tanquam lineae intersectionis binorum planorum ad fasces (s) et (s*) 
pertinentium, respondebit unum certum planum per punctum ^p transiens, quod 
continebit radios Ulis planis respondentes ; locus denique geometricus omnium 
puncto fiim intersectionis y in quibus bina membra correlativa congrediuntur^ 
generaletn efficit supeißciem s, o., quae etiam centra P et ^ continet. 

Forsitan lectori gralum faciamus^ si definilionem superficiei s. o. eodem 
exfonle derivalam, nolione projecliva vel homographica reniota, sie enuntiemus: 

Si omnia plani cujuslibet puncta cum duobus centris P et "^^ extra 
planum positiSy rectis conjunxerimy^ et per *p plana normalia in Omnibus radiis^ 
inde exeuntibus posuerimus, talem et radiorum a P proficiscentium et planorum 
per 'p transeuntium relationem habemns, ut membrorum unicuique unum tantum 
respondeat; qua positione, ut ita dicam perspectiva, utcunque mutata, locus 
geometricus omnium punctorum intersectionis , in quibus membra correlatiea 
convenianty generalis ßt superficies s. o., quae eliam centra P et -p continet. 

Occasioiie data haud abs re putanius, hoc loco dua Iheoreinata afFerre, 
quae quidem ex foule tradito fluunt, nee usquam, quod seiani^ enuntiata videntur; 
quorum theoreniatum primum hoc est: 

/. Concipiantur quatuor quilibet radii a, b, c, d proßciscentes a puncto 

P et quatuor plana A, B^ C, D per punctum "p transeuntia (nee lernis radiis 

in eodem piano positis, nee lernis planis in eadem recta se inmcem secantibus) 

radii et plana ejusmodi composita, ut a et A^ b et B, c et C, d et D sibi 

respondeant, puncta efßciunl intersectionis haec: 

quatuor : 

{a,A) {b,B) {c,C) {d,D) 

et sex: 

{Ab, ab) {BC, bc) {CA, ca) {AD, ad) {BD, bd) {CD, cd) 

quae decem puncta intersectionis una cum punctis P et ^ in eadem super-- 
ßcie s. 0. Sita sunt. 

alterum vero hoc: 

//. Concipiantur tres quilibet radii a, b, c exeuntes a puncto P nee 
in eodem piano siti et tria plana A, B, C punctum "p transeuntia nee eandem 
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rectam continentes, radii et plana ejusmodi compoMa, ut a et A, b et B, 
c et C sibi respondeant, puncta efßciunt intersectionis haec; 

{a,A) (b,B) {c,C), 
{BC, bc) {CA, ca) {AB, ab) 

quae sex puncta una cum P et ^ talem formant figuram, ut quaeque super- 
ficies s. 0. per Septem eorum ducta etiam per reüquum punctum transeat *) . 



§. 1. 

Si omnia puncta plani cujuslibet E ad omnes lineas rectas alterius 
plani (S ita referuntur, ut cuique puncto primi plani una certa recta alterius 
et vice versa respondeat, plana E et Q affinitate reciproca gaudere appellamus. 

Quae affinitas, ut prorsus sit determinata , quatuor paria membrorum 
ad arbitrium respondentia ponere licet ^; aliquod vero quintum ttiembrum, 
quod dato quinto respondeat, hoc modo construi potest: 

Concipiamus quatuor puncta ai ch (h (^* pl&nl E, quorum terna non 
posita sint in linea recta, et quatuor rectae ^i SI2 3I3 % plani @, Ulis punctis 
respondentes ; detur autem quintum punctum a^ et quaeratur recta 3I5. 

Designemus br. c. per characterem 

Sik = s,i = {%, a,) 
punctum intersectionis rectarum % et ^^ et per 

{ab c d . . . .) 

fascem radiorum Oa, Ob, Oc, Od, ... vel etiam rationem anharmonicam, 
quam ipsi radii constituunt. 

Quodsi in recta ^j^ quartum punctum s^s ita eligimus, ut sit 

quo significetur, seriem punctorum s^i s^ s^^ «15 homographicam esse cum 
radiis a^a^^ Oi^^ 01^4? ^i^s; si deinde in recta %i quartum punctum «25 ita 
definimus, ut sit 

(*2i «23 *24 «25) = Ö2 (öl Ö3 Ö4 flJs) , 

recta conjugens puncta «15 et «25 

(«15 9 «25; = *l6 

*) Conf. Hesse: de curvis et superficiebus Becundi ordinis, huj. Diar. t. XX. p.297. 
**) Moebius, der barjcentrische Kalkül, p. 433 ff. 
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et radium Si^y ita, ut sit 

punctum inlersectionis 

erit quaesitum. 

Si conditionem adjicimus, ut recta % per punctum quoddam datum «5 
transeat, hanc rectam unam tantum positionem accipere posse videmus, eam, 
dico, lineae conjungentis a^ ps\ hinc fluit theorema: 

Dalis in piano E quinque punclis a^ a^ 03 a^ a^ et in piano 6 tribus 
rectis Sli %i 3I3 atque duobus punctis a^ a^ , statuere licet, id, quod uno tantum 
modo effici potest, ut haec plana affinitatem redprocam habeant ita, ut membra 
«1 e/ Sil , Oa c/ 2I2 , Ö3 et 2I3 Mi respondeant, eae autem rectae, quae punctis 
«4 ÖS responsurae sint, per puncta «4 «5 transeant. 

Propier ea, quae infra dicenda erunt, necesse videtur, ut constructionem 

ipsam exhibeamus, cujus ope, affinitate datis | J! ^ ^ "* ^^ j plane determinata, 

1 * s 4 5 

rectam inveniamus, quae dato sexto puncto Oq respondeat. 

Quae constructio, significatione nostra in usum vocata, sie explicari 
potest : 

Construamus quatuor rectas 823 x, s^^x', Si^y, Si^y' ita, ut habeamus 

«23 («12 «13 «4 ^ ^' ) = «1(0203040506), 

«13 («21 «23 «4 ^ y' ) = 02(0103040500) 

et definiamus puncta inlersectionis 

(«23 X, «13 y)=p^; («23 X, «,3 y') = p« ; («,3 x\ «13 y) = p^s, lo 9 

(«5/>5) = 2I5; (2l5 2I2) = «25; ((P25,16 «25), %) = «IÖ; («lß/>o) = Sie, 

quae recta erit quaesita; demonstrationem, facile eruendam, praetermittamus. 
Nihil vero obstat, quin hoc modo construamus: 

(«23^^«I3tf ) = /^15,26, 
((«5/^5) -> ^l) = «15 ; ((/?15,26«15) , %) = «26 , 

(«26 />6) = Sie, 

nam puncta s^, «26 Po in eadem recta sita esse, etiam a posteriori nullo fere 
negotio demonstrari potest. 

§. 3. 
Nunc vero figuram modo descriptam iterum moveri jubemus, rectam % 
circum punctum quoddam fixum a^ circumagentes ; quaerendum ergo erit, 

28» 
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quomodo recta 31g ea de re moveatur. Si constructionem paragraphi superioris 
ante oculos babemus, quatuor rectas «23^^ «23^'^ s^y^ s^y' per pnncta fixa 
lineae conjungentis a^a^ transituras esse facile cognoscimus; nee fugit, fasces 
radiorum ab illis rectis descriptos homographicos esse cum fasee ab 3I3 de- 
scripto atque positione perspectiva gaudere, quia omnia fascium centra in ea- 
dem recta, radios correlativos continente, posita sunt. Unde elucet, puncta 
/'5/'r)/>25,i6 iii tribus lineis rectis moveri, quae per punctum s^ transeunt. Ita- 
que series punctorum, ab p^ pe J925,]6 ^t 825 descriptae eadem relatione homo- 
grapbica et positione perspectiva gaudent; ita, ut rectam conjungentem (j925,i6^25) 
per punctum fixum transire concludamus; denique vero punctum Siq pari modo 
seriem homographicam describet et recta conjungens («i6/>6) = 3Ig per punctum 
fixum Pq transibit; ne hoc novum punctum po confundatur cum superiore, motu 
ipso mutato, vix moneri necesse est. Jam investigemus, quemadmodum novum 
punctum fixum p^ construamus; eum in finem duos casus speciales inquiramus 
positionis 83, qui constructionem ipsius % quam facillimam praebeant; etenim 
si in recta % punctum ra ita eligimus, ut sit 

eodemque modo in recta SIi punctum r^ ita, ut sit 

deinde, si duas rectas r, x, Vi y construimus ita, ut habeamus 

r2 («j2 «3 cf4 ar) = ai(a2ÖjÖ4Öü), 

facile intelligimus, has duas rectas tanquam casus speciales ipsius Sie inter- 
pretandas esse; unde punctum intersectionis 

{r^x.r.y) = p^ 
erit punctum quaesitum. 

Hinc, si conditionem adjiciamus, ut recta Sie per punctum quoddam 
datum (Xq transeat, hanc rectam unam tanlum positionem accipere posse mani- 
festum est, quae fit linea conjungens («o/'ü); unde coUigimus theorema: 



*) id, quod facile eruas hoc modo: recta conjungens a,«^ secet 8, in puncto a, ; 
determinemus in recta ci^ci^ quartuin punctum o^ ita, ut habeamus 

et conjungamus ct^a^^ quae cum recta 9, in puncto r, conveniat; punctum r, erit 
quaesitum. 



Schröter, de superficie secundi ordinis per data puncta construenda. 221 

Datis in piano E sex punctis a^ a^ ct^ a^ a^ a^ et in piano (S duobus 
reetis 9i ^2 atque quatuor punctis a^ «4 a^ a^^ statuere licet ^ ut haec plana 
afßnitatem habeant reciprocam, ita^ ut Oi et ^^^ ch et%i sibi respondeanty eae 
autem rectae^ quae punctis a^a^asOfi responsurae sint^ per puncta a^ a« ccg a^ 
transeant; quibus postulatis tota affinitas prorsus est determinata et uno tantum 
modo effid potest, 

Restat, ul explicemus, quomodo affinitate reciproca datis U* « ^' ^* ^' ^ 

^ '»i 81. «s «4 «» « 

plane determinata, rectam construamus, quae dato septimo puncto o? respondeat; 
quod paucis yerbis exponamus: 

Punctis Ti Ta in reetis %i %2 modo jam supra dicto determinatis, quatuor 
radios quaeramus r2Xy rix\ r^y^ riy' ita, ut habeamus 

r,{s,2asa,asxx') = a,{a,a,a,a,a,a,) , 
riis^ia^a^a^yy') = aiiaiO^a^a^a^On) 
et definiamus puncta intersectionis 

{r^x, r^y) = Pö', {r^x, r^y') = p^', {r^x^ r^y) = /?26,i7, 

(«6/^6) = % ; (Sie %) = «2ü ; ((/^26,i7 «26) , Sil) = «17 ; {»nPl) = % , 
quae recta erit quaesita; demonstrationem sicut antea nuUo fere negotio 
eruendam praetermittamus. Facile comprobatu est, eandem rectam nos in- 
venturos fuisse, si constructionem hanc fecissemus: 

{r^x^riy') = p^^^n-i 

{%%)= «16 ; (( /'l6,27 «ig) 5 2I2) = «27 *, («27/^7) = % , 

quia puncta s^ «27 Pi in eadem recta sita sunt. 

§. 4. 
Denuo figuram datis }jJ * 4^5^6| formatam moveri faciamus, rectam 

%i circum punctum quoddam fixum a^ circumagentes ; quaerendum igitur erit, 
quomodo ^7 ea de re moveatur. 

Ac primum quidem, si constructionem in extrema paragrapho superiore 
datam intueamur, punctum r^ movens sectionem conicam describere videmus, 
quod ita movetur, ut ratio anharmonica r2 («2 030(405) valorem habeat con-« 
stantem = a^ (0203^4 05). Etenim principia S/etneriana suppeditant theorema, 
satis notum: 

Datis queUuor punctis AB CD in piano, punctum eariabile P ita motum, 
ut radii PA, PB, PC, PD datam amplectantur rationem anharmonicam con- 
stantem, describet sectionem conicam, quae per puncta AB CD transit. 



222 Schröter, de superfide secundi ordinis per data puncta construenda. 

Quod theorema in aliud converti potesl, cujus postea nobis usus erit: 

Si centrum P fascis quatuor radiorum PA, PB, PC, PD in drcuilu 
sectionis caniccte ita mofiemus, ut Iribm radiis PA, PB, PC per tria puncta 
data sectionis conicae A, B, C trameuntibus ratio anharmonica constans 
maneat, etiam quartus radius PD per punctum fixum D trawnbit, quod ipsud 
in sectione conica situm est. 

Quodsi ad constructionem paragraphi superioris revertimur, theorematis 
modo allati ope intelligimus, punctum r2 sectionem conicam, quam per K^ de-r 
signemus, describere alque reclas r2X, r^x^ per puncta fixa sectionis conicae 
Kl transire; quae puncta x^^ et x^^ appellemus. Alterum autem punctum ri 
motu ipsius SIq non mutatur; eodemque modo rectae r^y, r^tf nequaquam 
moventur. Inde sequitur, puncta papipjcy^n series describere homographicas 
in rectis riy, riy\ quum 2I2 circum punctum a^ circumagamus. 

Nunc vero necesse videtur, ut lemma quoddam antemittamus. cujus in 
posterum usus erit frequentissimus ; quod quum nesciam, an alicubi enuntiatum 
Sit, hoc loco aiTerre liceat: 

Lemma. 

Dentur in piano sectio conica et linea recta^ qualibet positione gau-- 
dentes et concipiantur in sectione conica tria puncta ßxa ABC atque punctum 
eariabile P; radii PA, PB, PC ducti rectae datae in Iribus punctis cl ß y 
occurrant; deinde si quod punctum a, uspiam in piano positum, cum a con-- 
jungamus et punctum intersectionis {aa,Bß) per literam c designemus, recta 
eariabilis cy per punctum quoddam fixum transire coacta est, quod in sectione 
conica a puncto c descripta situm est. 

Cujus propositionis demonstrandi negotio supersedemus , quoniam ex 
Iheoremate Pascalis ratione haud dif&cili deriyari potest. 

Alque observamus, in sectione conica K^ tria puncta fixa 0^2 ^0^ ^^^ 
puncto variabili r, rectis conjungi, quae in tribus punctis rectae Tiy occurrant; 
deinde animadvertimus, puncto intersectionis /^e vel (r2X^^^rly) cum a^ conjuncto, 
rectas (r2a2) = ^2 et (a^p^) == % in puncto «26 convenire; unde lemmatis bene- 
• ficio concludimus, rectam (s^ePw.n) per punctum fixum transituram et puncta 
'179 Pi series homographicas in rectis ^1, riy' describere; facile autem in- 
telligimus, has series perspectiva gaudere positione, quoniam in punctum inter- 
sectionis Ti puncta correlativa duarum serierum incidant; hinc denique colligimus, 
rectam SI? per novum punctum quoddam fixum py transituram esse atque radiorum 
fascem conflare homographicam cum eo, quod recta ^2 movens describit. 
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Quod noYum punctum p-, ut inveniamus^ duas positiones speciales rectae 
SI7 investigemus ; ac prima quidem facile sese praebet. dummodo illud punctum 
indagemus, quo recta conjungens ot^x^^ sectioni conicae K^ iterum occurrat; 
quod punctum designemus 0, ita, ut sit 

O^ia^a^ctj^a^a^) = 01(0203040500). 

Qua conditione punctum 0? sine uUa ambiguitate definitur neque ignotum 
yidetur, hujus puncti construendi problema, quod etiam ill. Chasles ad curvam 
tertii ordinis per puncta data construendam in usum vocavit*). Si yero 
punctum O2 invenimus, secundum constructionem sub finem paragraphi superioris 
allatam facile intelligimus, rectam SI7, si rj in O2 iucidat, eam positionem 
accepturam esse, quam 020:1') conditione posita 

habet; itaque in recta 02x1^ punctum p-^ situm esse patet. 

Alteram vero positionem specialem ipsius 9I7 haud facile inveniri posse 
videtur, si constructionem eadem simplicitate gaudentem poscimus; quod mirari 
non possumus, quia symmetria problematis ipsius natura sublata est. Dubito, 
quin eo, quo contendimus, commodius perveniamus. quam si punctum r2 in 
unum punctorum ct^a^a^^ ex gr. in a^ incidere jubeamus; quare efficitur con- 
structio haec: 

«3 («2 «3 «4 «5 a:„ .tJ = 01(020304050607)**), 
n(«12«3«4a5tfy') = 02(010304050607), 

(«3 a?0, n y) = 7TQ', («3 Xo , Tj^') = TT. ; («3 x[, , ^ y) = Tljü,!? , 
(«6 ^6 7 «3 «2) = ^26 ; ((C^26 ^26,1?) , %) = ^17 \ (^17 ^7 , Oj X,,) = /?7 , 

quod erit punctum quaesitum. 



*) Hoc loco problematis solutionem expeditam afferre juvat^ quae theoremate 
Pascalis nititur: 

Problema. Datis in piano quinque punctis a b c d e atque radiorum fasce 
PQABCDE), quaeritur punctum 0, quod efficiat 0(^abcde) = P(^ABCDE). 

Solutio. Rectae a& et cd in ;" concurrant; construatur dd et de ita^ ut sit 

dQabcöe) = P{ABCDEy, 
punctis ^ et f in recta ab significatis; puncta defiuiamus intersectionis: 

(6c, de) = p (bc, re) = $ 

(cd, pd) = q (cd, ««) = t 

(de, qa) = r (re, (a) = 

punctum erit quaesitum. 

**) Becta O3 a, erit linea tangens. sectionem conicam üT, puncto o,; ceterum 
necessarium non est, ut rectam ipsam describamus, quum jam tres radii noti ad re- 
liquos definiendos sufficiant. 
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I 

I 

Si vero conditionem adjicimus, ut recta 3I7 per punctum quoddam datum 
transeat, hanc rectam unam tantum positionem accipere posse elucet, eam, 
dico, lineae coujungentis 0(7/77; uilde coneludimus theorema; 

Datis in piano E septem punctis Oi (h (h o^ a^ a^ ch et in piano S 
una recta %i atque sex punctis quibuslibet a^ a^ a^ a^ a^ a-j^ statuere lieely 
ut haec plana affinitate gaudeant reciproca ita^ ut puncto a^ recta 9li re- 
spondeaty eae autem rectae^ quae punctis 02 «b a« as Oq 07 responsurae sint, 
per puncta a^ a^ a« a^ a^ «7 ex ordine transeant; quibus positis^ tota affinitoB 
prorsus est determinata et uno tantum modo effici polest. 

Restat igitur, ut explicemus, quomodo affinitate reciproca datis 

^1 «1 öj O4 5 • /j plane determinata, rectam construamus, quae octavo puncto dato 

as respondeat; id, quod significatione nostra adhibita, sie repraesentari potest: 
Puncto O2 et rectis OaOJc',, 02xli conditione 

Oiia^a^a^asa^xlxli) = 01(020304050(^0708) 

definitis, construamus punctum Ti in recta ^1 et radios ab ri et a, pro- 
ficiscentes ita, ut habeamus 

n(«21«3«4«5»y !(") = «2(01030405060708), 

deinde designamus puncta intersectionis 

{(^zx^^^r^y) =71 ; (a^x .riff') = n--; (cc^x'^r^y") = n^^ 

(«3^)? fi y') = 7116^2?; {(^3^1) •} n y') = 7^27,18, 
(«6^6, %) = ^16; (^16^16,27, «3^2) = 0^2?; (^27^27,18, ^i) = CTjg , 
(^27^79 O2 X'o) = Pj ; ((^27:7127,18, O2 0?« ) = J927,18 *, (^18^8 5 O2X0) = fg, 

denique vero punctum «27 quaerimus Pascalis theorematis ope; etenim ^27 id 

erit punctum, quo recta «7 Pi sectioni conicae, quinque punctis a^ 0^ p27,ts 0^ pi 
determinatae iterum occurrit et sie reperitur: 
Designemus 

(«3«2 , O2X ) = q; (a^jOis^ aTp^) = r; {qr, O^xll) = <, 

(«2 ty «7/^7) = «27 , 

unde sequitur 

((*27/>27,18), %) = «18 ; (SisPs = %) , 

quae recta erit quaesita. 
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§. 5. 

Extremum est, ut reliquam rectam ^i circum puncium fixum a^ circum- 
agentes investigemus , quomodo recta Sls ea de re moveatur; quod etiamsi 
paullo impeditius fit, tarnen difficultatem non praebet, quum constructionem ipsius 
Slg modo allatam ante oculos habeamus. 

Ac primum quidem punctum Oi et radli Oaa^',, OjOTn, «jo^o, ct^Xi^^ a^ail 
motu ipso non mutantur; punctum rj autem sectionem conicam Ki describet, 
quae per puncta «i a^ a^ a^ transibit et rationem anharmonicam (hiaia^a^a^) 
amplectitur. 

Radii Tiy^ r^y^ r^y" per puncta fixa yo ^o ^o sectionis conicae /fi 
transibunt atque fasces homographicos describent. Quae omnia ex iis sequuntur, 
quae paragraphi superioris initio exposuimus. Inde apparet, puncta n^ 7l^ n^ 
^16,27 ^27,18 series describere homographicas in rectis «arc,,, «arci, a^x^ et binarum 
serierum puncta correlativa in puncto a^ esse conjuncta. 

Deinde autem, quum r, «i, Viy, r,y' per puncta fixa a^ yo y[) sectionis 
conicae Ki transeant et rectae a^x^^ in tribus punctis occurrant, quorum secundum 
TTe cum «6 conjunctum efficiat rectam, secantem a^ri puncto a^^^ lemmatis (§.4) 
ope cognoscimus, rectam rTioTZie,? P^r punctum fixum transituram esse et a2^ in 
recta a^a^ seriem cum superioribus homographicam describere; nee fugit, 
series a punctis Oii et n^ descriptas perspectiya gaudere positione, quoniam 
in «3 puncta correlativa collabuntur; unde sequitur rectam conjungentem a2^n^ 
nee minus rectam 02^n2^^l^ per puncta fixa transituras esse; ergo punctum/?; 
eodemque modo /727,i8 in rectis O^x^^ et O^x'o series homographicas percurrunt. 

Si nunc animadvertimus , rectas riai, riy\ r^y** rectae a^x[l in tribus 
punctis occurrere, quorum secundum 713718 <^um a^i conjunctum efficiat rectam, 
secantem ^1 puncto a^s? lemmatis nostri beneficio concludimus, rectam con- 
jungentem rTxsTTg per punctum quoddam fixum transituram esse et punctum p^ 
in recta O^xll seriem describere cum superioribus homographicam. 

Denique vero punctum q immutatum mauere, punctum r autem sectionem 
conicam describere videmus, quam designemus per R; qua in sectione conica 
punctum q situm esse facile intelligimus, quod puncta a^i et p^ series homo- 
grapilicas in rectis «302 et 02x1^ percurrentia positione perspectiya gaudent; 
quare in puncto intersectionis q puncta correlativa inveniuntur et Sectio conica 
R per q transire coacta est; recta igitur conjungens rq describet fascem 
homographicam et l seriem in recta 02x{l; unde ^27 sectionem conicam de- 
scribet et recta «27^27,18 P^r punctum fixum transibit; etenim quum tres radii 
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ra^T^ raT^ rq per tria puncta fixa seclionis conicae R transeant el rectae Oja^i' 
in tribus punctis occurrant, quorum tertium / cum or, conjunctum efficiat reetam 
secantem radium ra^ in ^27? deinde quum punctum inlersectionis rectarum ra^f 
vel r7„(7,8 vel (^27 ^27,18 et OiX^i nullum aliud, nisi /?27,8 inveniatur, lemmatis 
nostri beneficio concludimus reclam («279/^27,18) per punctum quoddam fixum 
transituram esse; unde punctum Si^ sectionem conicam describere videmus; si 
yero in mentem revocemus, punctum Oi^ sectionem conicam describere, cujus 
per tria puncta fixa rectae {Oy^s^a^n) {o^^tj^) {o^^a^ percurrant, deinde autem 
has rectas rectae O^xll in tribus punctis occurrere, quorum primum et secundum 
P2i,i% ^^ Ps inveniantur, denique reetam («27/'27,i8) P^r punctum quoddam fixum 
transire et rectae ((Th,«j) = 21i in puncto Sis occurrere, lemmatis nostri ope 
colligimus, reetam (si^ps) = % per novum punctum quoddam fixum transituram 
esse et fascem describere homographicam cum illo, ab recta 91 1 motu conflato; 
et in Universum enunüare posmmus, motu ipsius %i totam figuram ita moeeri, 
ut omnes rectae 3I2 3I3 . . . fasces homographicos describant, binarum autem 
rectarum puncta intersectionis «,> sectiones conicas percurrant et rectae con— 
jungentes bina puncta («,», 81*1») indicibus % et % k et &' inter se dwersis, per 
puncta quaedam fixa transeant, 

Priusquam novi puncti fixi ps construclionem exponamus, conditionem 
adjiciamus, ut recta % per datum punctum a^ transeat; quod si fecimus, reetam 
Sie unam tantum positionem accipere posse videmus, quae est linea conjungens 
dsps'^ unde concludimus theorema: 

Datis in piano E octo punctis ai 02 a^ a^ a^ Oq ^i ^ ^' ^^ piano Q 
octo punctis Ol «2 ^3 ^4 <Xs ^6 ^7 ^89 statuere licet j ut haec plana affinitate 
gaudeant reciproca, ita ut rectae, quae punctis ai ch - - - (h responsurae sint, 
per puncta ai »2 . . . ag ex ordine transeant; quibus positis tota affinitas 
prorsus est determinata et uno tantum modo effid polest. 

Quo theoremate quaestio illa absolvitur, quam in introductione ab ill. 
Segdewitz propositam commemoravimus; numerum quidem ^ = 8 invenimus 
nee quidquam restat, nisi ut re ipsa doceamus, quomodo istud 8-lalerum con- 
struatur, quod 8-angulo aia2a^ ... «« circumscriptum el cum dato 8-angulo 
aia2ai . • . Os affinitate reciproca conjunctum sit; id, quod ex iis, quae supra 
exposuimus, facile eruitur. 

Necesse videtur, ut duas positiones speciales rectae 9 8 inquiramus, 
quarum punctum intersectionis erit quaesitum ps. Jam primum vero conslructio 
sub finem paragraphi superioris allata simplicissima fit, si punctum variabile r^ 
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in id punctum Oi incidere faciamus, quo a^y^ sectioni conicae K^ iterum 
occurril. 

Pynctum 0| igitur, sicut supra O2, conditione definitur 

Quare constructio haec fit: 

Definitis punctis 0,, Oi quaerimus quatuor radios OjXi',, Ogo:,'/, Oi^i, 0,^0 
conditionibus : 

Oiictia^a^asOQf/iyi;) = OzioiO^o^a^OGOTOs) 
et notamus puncta intersectionis: 

(O2 ajo, Ol y'o) = 7l^ , (O2 aJÖ, Oi y,',) = 7127,18 , (O2 x^^ 0, y« ) = tt» , 

(Ojttj, «7777) = «^27, (^27^27,18 9 ^i «i) = dg^ 

(^18 ^s) = -^8 9 

qua in recta punctum quaesitum ps positum esse oportet. 

Atqui observamus, quo alteram positionem inveniamus, nihil aliud opus 
esse, nisi ut indices 6 et 7 inter se permutemus; quod suppeditat con- 
structionem hanc: 

Definiamus puncta ^2, ^1 et quatuor radios Q^x, Q2X", Qiy\ Qiy" con- 
ditionibus : 

Qiiccza^a^a^aTx'x'') = 01(02030405070008), 

Qiioia^a^a^Ojy'y'') = Oiio^a^a^OsOjOQOs) 

et notemus puncta intersectionis: 

(Q2X,Q,y') = 7j,, ((?2aT",(?ij(') = ^20,18, iQ2x',Q,y") = 7j's, 

(^2«2? «C^ö) = ^269 (<y2G^26,l89 ^1 «l) = ^18 9 

(^18-^8) = A's 

punctum autem intersectionis 

(^8^8) = Ps 

erit quaesitum et recta conjungens 

(«8^8) = % 

unum latus erit 8-lateri quaesiti; nihil obstat, quominus alia lalera %%.,.% 
eodem modo construamus. 

Cujus constructionis demonstrandi negotio, cum in promptu sit, super- 
sedemus; nee fieri posse negamus, ut ex principiis traditis vel nostra pro- 

29» 
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blematis solutio simplicior reddatur, vel alia quaedam magis expedita derivetur. 
Cum vero jam nimis diu huic quaestioni immorari videamur, hanc mvestigalionem 
ad aliam occasionem relegamus. 

§. 6. 

Si omnia puncta a^ plani E cum centro quodam P^ extra planum 
posito, rectis, et omnes rectas 91^ alterius plani Q cum altero centro ^, extra 
planum Q posito, planis conjungimus, duas nanciscimur compages duplicis in- 
finitatis: et radiorum per P et planorum per ^ transeuntium ; si vero a^ et 
%^ affinitate, quam supra tractavimus, reciproca gaudent, idem valet pro his 
compagibus et puncta intersectionis membrorum respondentium (radii cujuslibet 
et plani correlativi) generalem formant superficiem secundi ordinis, quae etiam 
per centra P et ^ transit. Si igitur conditionem statuamus, ut superficies 
per data puncta pi p^ p^ ... transeat, necesse est, ut centra P et ^ cum 
punctis pi pi pi ... rectis conjungamus et per rectam ^p^ planum radio Pp^ 
respondens ita ducamus, ut compages (P) et (^) affinitate reciproca gaudeant; 
id, quod ad nostrum problema, in paragrapho superiore solutum, facile re- 
vocatur, si compages (P) et (^) duobus planis £ et (S transversalibus secemus 
et affinitatem quaerendam ad haec plana transferamus. Quum vero nostra 
problematis solutio octo puncta pi p2 - - - p» pro arbitrio eligi admittat, mirum 
videmus prodire paradoxon, superficiem secundi ordinis decem punctis esse de- 
terminatam. Attamen inter omnes constat, jam novem puncta ad superficiem con- 
struendam sufficere. Cujus paradoxi enodationem in hac paragrapho conemur. 

Data aliqua superficie secundi ordinis, pro arbitrio eligimus ejus puncta 
quaelibet P, ^, pip^pz > . . et ducimus rectas 

Ppi = Si^ PP2 = «2, Pp3 = 8i^ .... 

Per rectam '^pi ducimus planum quodlibet E^ (per punctum P non 
transiens); quum curva intersectionis plani E^ et superficiei datae Sectio conica 
sit, quam per Ki designemus, plana per binos radios ducta 

(^lÄjj, {SiSiJ^ {^1^4)') ... 

sectioni conicae Ki iterum occurrent punctis; 

X2 «Z/ j *^4 • . . . 

Denique si plana per terna puncta ducta 

{fp,x,) = Er, {^p,x,) = E,, i^p,x,) = E, . . . 
designamus, radios s^ 82 83 . . . et plana E^ E2 E^ , . . duas compages (P) et 
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(^) formare coniendimus , quae affinitate reciproca gaudeant et superficiem 
datam gignant. 

Ac primum quidem plana {S182)', («1^3)? (^1^4)9 • • • fascem planorum 
formant, qui secalur piano Qi secundum radios piX2^ PiX^^ PiX^^ . . .; rectae 
autem inlersectionis (EiE^)^ (EiEj)^ {E^E^)^ . . . fascem formant radiorum in 
piano £1, centro ^ gaudentem; quum vero puncta X2 x^ x^ . , , in sectione 
conica sita sinU hos duos fasces homographicos esse videmus. 

Deinde autem planum E^ superficiem datam secundum alteram sectionem 
conicam K^ secat, quae ipsa planis 

(*2«i), («2*3), («2^9 • . . in punctis 

J?2 S3 b4 • • • 

occurrat. 

Nunc vero propositionem illam secundam in usum revocare necesse 

est^ quam in introductione attulimus ; qua posita, Septem puncta habemus super- 

ficiei datae 

P Pl P2 Pi X2 x^ ^ 

quae ita sunt dispertita, ut 

Pl in piano ^0:20:3, 

X2 in piano Ppip^^) 

X3 in piano PpiPz 
sitasint; propositio nostra praebet constructionem octavi puncti necessarii, quod 
omnes superficies secundi ordinis transire coactae sunt, quae per data Septem 
puncta transeunt; nanciscimur punctum quaesitum tanquam punctum intersectionis 
trium planorum 

PpiPz-i fP2X2^ ^PiX^ 

vel etiam 

Qua re demonstravimus I3 punctum intersectionis superficiei datae et 
planorum («2*3)9 ^2 etiam in piano £3 situm esse; eodemque modo sequitur, 
punctum I4 in piano £4, punctum ^5 in piano £5 caet. esse posita; unde fasces 
et planorum («2*1)9 («2*3) 9 (*2*4)9 . . . 

et radiorum (£2 £1)9 (£2 £3), (£2 £4) 9 • • • 

homographicos esse apparet. 

Quum autem duobus conditionibus 

*l(*2 *j *4 . . .) = £1 (£2 £3 £4 • • •) 

82 (*i «3 «4 . . .) = £2(£i E3 E^ . , .) 
satisf actum sit, compages (F) et (^) affinitate reciproca gaudent (§. 1) q. f. d. 



230 



Schröter, de super ßcie secundi ordinis per data puncta construenda. 



Hinc videmus, eandem superficiem secundi ordinis, positis duobus ejus 
punctis quibuslibet P et ^ tanquam centris duarum compagium radiorum et 
planorum, infinitis modis effici posse, quum unum planum Ei radio Si respondens 
ad arbitrium statuere liceat. 

Qua ex eligendi libertate paradoxi enodatio sponte fluit. Datis enim 
novem punctis: 

P ^ Pi P2 > ' ' Pt ^i radiis duclis Pp^ = «x et ^JJpj, = a^ ^ per rectam a, quod- 
libet planum Ei traducimus et traductum radio Si respondere statuimus; alia 
vero plana £2 ^3 • • • ^7 duarum compagium (P) et (^) per radios a^ a^ .. . a^ 
ex ordine transire jubemus, dum radiis ^2 ^3 • • • ^7 secundum affinitatem re- 
ciprocam respondeant. Quibus positis tota affinitas prorsus est determinata 
(§. 4) et certa quaedam superficies secundi ordinis nascitur; jam si planum Ei 
circum axem Oi circumagimus , afßnitas quidem variat, superficies autem ipsa 
immutata manet. Radio igitur cuilibet Pp^ = 8s planum E^ respondebit, quod 
per rectam ^P/?» transire coactum est ; itaque postulare quidem licet, ut planum 
Es per punctum quoddam tiq transeat, dummodo ne n^ in radio Pps ipso 
positum Sit; unde apparet, conditionem, ut superficies per decimum punctum 
datum transeat, expleri non posse. 



§. 7. 

Coronidis loco generaliora quaedam ad rem spectantia annotare juvat. 
Quatuor compages duplicis infinitatis et punctorum et rectarum et radiorum 
et planorum: 

1. omnia puncta plani E 

2. omnes radii a centro P proficiscentes 

3. omnes rectae plani 6 

4. omnia plana per centrum ^}^ transeuntia 

fundamenta constituunt geometriae spatii; ratio autem, qua harum compagium 
membra ad se invicem referuntur, duplex est, prout membra ejusdem vel 
diversi generis considerentur; si punctis puncta, rectis rectae, radiis radii, 
planis plana uno tantum modo respondent, affinitatem appellamus coUinearem; 
sin vero punctis rectae vel radiis plana cet. respondent affinitatem appellamus 
reciprocam; nihil vero interest inter hanc et illam affinitatem et quae ex- 
posuimus de affinitate reciproca eodem modo valent de coUineari. Quibus 
fundamentis theoria curvarum et superficierum non solum secundi sed etiam 
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altioris ordinis superstrui potest. Cujus rei unum lantum exemplum aiFerre 
liceat. Definitio enim plan! curvi generalis lertii ordinis sie enuntiari potest: 

Si tria plana (S| (S2 Sj? reclis alfecta^ affinitate collineari gaudent et 
ita collocantur, ut in idem planum incidant, locus eorum ptinctortim^ quibus 
temae rectae correlatitae coneeniunty curta erit getieralis tertii ordinis. 

Hinc fluit generalis superficiei terlii ordinis definitio: 

Si tres planorum compages ^1 ^2 ^^3 uspiam positae affinitate collineari 
gaudent y puncta intersectionis , quibus tema plana correlaliea congrediuntur, 
in superßcie tertii ordinis posita sunt; quae ipsa centra ^1 ^2 ^z continet. 

Cujus definitionis jam cl. Grassmann ( Huj. Diar. t. XLIX. pag. 59) 
prineipiis plane diversis innisus, mentionem fecit. 

Vralislaviae , 1862. 



232 



lieber eine Classe von Gleichungen, welche nur 

reelle Wurzeln besitzen. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 



Wen« m.. in dem Syslem 



/| N |a2iai + (a22 + ^)a2 + ---+ö-2n«n = 0, 

'«Miai+ön2«2H h(an» + i)«» = 

die Grössen a eliminirt, so gelangt man bekanntlich zu einer Gleichung für l, 
welche, sobald die a reell und 

(2.) Gi^ = Oh 

vorausgesetzt wird, die doppelte Eigenschaft besitzt, nur reelle Wurzeln zu 
haben, und die Gleichungen (1.) auf (^^2) Gleichungen zu reduciren, sobald 
zwei Wurzeln l einander gleich werden. 

Ich habe an einem anderen Orte (Bd. 57, pag. 327 dieses Journals) ge- 
zeigt, dass beide Eigenschaften dem System noch erhalten bleiben, wenn die 
a die Form haben: 

(3.) ttik = bik + Cij^y—i^ 

während die b, c reelle Grössen sind, und während: 

(4. ) bn = bki , c,> 4- Cf,i = 0. 

Lässt man in diesem System, welches das ersterwähnte als speciellen Fall in 
sich schliesst, die b verschwinden, so gelangt man zu einem System, für 
welches die a rein imaginär sind, und für welches a,* = —»*,,• dividirt man 
endlich noch durch }/— 1,. und setzt 

l 

so sind sämmtliche Werthe von u offenbar rein imaginär, während die Coef- 
ficienten reell werden, eine Form unter welcher das obige System in gewissen 
mechanischen Problemen auftritt. Man sieht also, dass die Gleichung n'^" 
Grades, welche aus dem System (1.) entspringt, wenn 
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und wenn diese Grössen reelle Zahlen bedeuten, nur rein imaginäre Wurzeln 
hat; und dass die Gleichungen (1.) sich auf n—2 redudren, wenn zwei solcher 
imaginären Wurzelpaare zusammenfallen. 

Es ist leicht für das letzterwähnte System diese beiden Eigenschaften 
direct nachzuweisen. 

Was den ersten Punkt anbetrifft, so bemerkt man ohne Mühe, dass in 
der resultirenden Gleichung nur abwechselnde Potenzen vorkommen können, 
und dass die Coefficienien sämmtlich positiv sind. Denn wenn man irgend eine 
Anzahl k von Elementen X aus der Diagonalreihe der Determinante 

öii -p A öi2 öi3 ... a 

Ö21 ^2 I A ^3 • • • 

^31 ^32 ^33 "r ^ ... 



(5.) = 



I» 



Ö3« 



a 



nl 



a«2 Ö.3 • • • (^Mn+^ 

auswählt, so findet sich, dass das Product derselben mit einer überschlagenen 
Determinante multiplicirt ist, deren Werth Null oder ein Quadrat wird, je- 
nachdem n — k ungrade oder grade ist. Die Gleichung (5.) hat also die Form: 

(6.) = r+^i"-'+5>t""*H — , 

wo A, B etc. Summen reeller Quadrate sind. 

Bezeichnet man durch iJ eine zweite Wurzel der Gleichung, welche 
der Wurzel l nicht gleich oder entgegengesetzt ist, und bedeuten «i, «3, ... 
die den a entsprechenden Grössen, so findet sich aus (1.) sofort: 

Aber auch, indem man X mit X\ und die a mit den a' vertauscht: 

daher, wenn man beide Gleichungen addirt und berücksichtigt, dass ai„=^—ati 

angenommen war: 

(7.) {X+l')2:a^a'i = 0. 

Hier kann der Voraussetzung nach nur der zweite Factor verschwinden, wo 
man denn sofort den gewöhnlichen Realitätsbeweis anschliessen kann, indem 
man l, X', also auch a, a' conjugirt imaginär annimmt, und die Unmöglichkeit 
der Gleichung (7.) dafür nachweist. 

So wird die Realität der X'^ nachgewiesen; denn es folgt aus der Un- 
möglichkeit conjugirter Wurzeln, welche nicht entgegengesetzt sind, dass ent- 
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weder sSmmiliche k reell sind oder paarweise rein imaginär. Die Gleichung (6.), 
welche nur negative Werthe für die k^ zulässt, zeigt, dass letzterer Fall 
wirklich eintritt. 

Bezeichnet man ferner durch J die Determinante (5.) und durch Ji^ ihre 
Unterdeterminanten, so erhält man offenbar: 



(8.) 



a, : ao : 



: «» = ^ii : ^n : . . . : ^in • 



Die Jik haben sämmtlich die Form 

wo die A, B nur noch von dem Quadrat von l abhängen, 
aber die Determinante 

D = 22Ji,{pi+}.q;){p,-lq,) = 2-2{Ai,+XBi,){pi + ).qi){p, 

welche entsteht, indem man zu /l eine Verticalreihe 

Pi-^-kqi^ P2-\-kq2^ • • -9 ^^^^ Horizonlalreihe 

Pi — kq^^ P2—kqi^ • • -9 
nebst einem Diagonalgliede hinzugefügt hat, so dass 

öii + i 0^2 . • . Pi+kqi 

(hl Ö22"f"^ ... P2~\~kq2 



Betrachtet man 



-^9k)^ 



D = - 



Pi — ^?i P2 —kqi ... 
so findet sich^ wenn man darin A in — A übergehen lässt, wodurch sich D in 

D' = 22{Ai,--kBi,){p,-lq;){p,+kq,) 
verwandelt: 



D' 



a,i— A «12 

Ö21 022""/» 



. • • 



Pi—^gi 

P2 — kq2 



Pi +^qi P2+kq2 ... 
und wenn man die ersten n Verticalreihen mit --1 multiplicirt , sodann aber 
die Verticalreihen mit den Horizontalreihen vertauscht, so kommt: 

Es ist also auch: 

2^{A:,^XB,,)(pi-^Xqi){p,+Xq,) = {^iy^'2^{A,,+lB,i){pi--lqd(Pk+i^qk), 

oder: 

,A,k = (-l)-*-%o 

Bik = (—1)* ^*f« 



(9.) 



/ 
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Setzt man nun der Gleichung (8.) gemäss: 

wo (i, Y, ß\ y Functionen von A^ sind, so ist auch 

und also aus (9.): 
Man darf also setzen: 

ß-i-Yi = Kßi+^n)^ 

und also auch 

(9^) j,, = i">.(Ä-+A^.)(/?*-^n)- 

Die Bedingung, dass die Gleichung (5.) zwei gleiche Wurzeln habe, 
ist offenbar: 

was nach den obigen Gleichungen übergeht in: 

Bemerkt man nun, dass die ß, y reell sind, A aber imaginär, so zeigt sich, 
dass der eingeklammerte Ausdruck eine Summe positiver Glieder ist. Man 
hat also entweder fi = 0^ oder es verschwinden sämmtliche ß^ y^ in jedem 
Fall aber sämmtliche Ji„; was die Bedingung dafflr ist, dass die Gleichungen (1.) 
sich auf nur «— 2 verschiedene reduciren. 

Da die Ja wieder von der Form des Ausdrucks d sind, so schliesst 
man leicht weiter, dass Oberhaupt, wenn k Wurzeln l einander gleich werden, 
jenes lineare System nur «— A verschiedene Gleichungen enthält. 

2. 

Mit Hülfe linearer Transformationen folgt aus dem angegebenen allge- 
meinen Satze, dciss, wenn die Function 

30» 
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in welcher 

für reelle Werthe der x nur positive Werthe annimmt^ die Endgleichung des 
Sy Sternes : 

(021 + Ac2i)ai + («22+^^22) «2-1 h(ö2«+^C2j«« = 0, 



(10.) 



reelle Wur&eln hat, wenn 

0>ik = <iki9 

oder allgemeiner, wenn 

(^ik = Pik+qik^—^'i 
(^ki = Pik—qiki—^'i 
wo die p, q reelle Grössen bedeuten; 

und dass das obige System sich auf nur n — k von einander unabhängige 
Gleichungen reducirt, wenn k Wurzeln k einander gleich werden. 

Aus der letzleren Eigenschaft schliesst man, dass die Discriminante 
der Endgleichung in eine Summe von Quadraten zerfallen müsse. Für den 
besonderen Fall, wo au^^aj,,, und wo C/a = 0, C/;=1, ist diese Discriminante 
durch Kummer und Borchardt und neuerdings durch Hesse dargestellt worden. 
Ich werde die Discriminante für die Endgleichung des Systems (10.) im All- 
gemeinen aufstellen, indem ich dabei zum Theil die Methode von Hesse 
(Bd. 57, p. 175 dieses Journals) benutze. 

Die Aufgabe, die beiden Functionen 

ril ) \^ = ^^<^ikXiyk, 
f f? = S2cij,Xiyi, 
durch die linearen Substitutionen 

gleichzeitig in die Formen 

überzuführen, kommt bekanntlich auf das System (10.) zurück, sowie auf das 
verwandte System: 




C leb seh, über eine Classe eon Gleichungen mit nur reellen Wurzeln, 237 



(14.) 



iau+i-Cu)ßl + {<hn+i-C2n)ß2 + -- + {a,n + ^cJß, = 0, 



dessen Endgleichung die nämliche ist. 

Betrachten wir nun den Ausdruck 



R = 



Cll 


C12 


• • Cl« 


Pi 




C21 


C22 • 


^n 


/»i 




• • 


C„2 • ' 


' • ^«1» 


• 

Pn 




1l 


?2 . • 


• 9. 








Muiüplicirt man diesen Ausdruck mit dem Product der Determinanten 



a = 2+ aj«2 . . . ai"', 

und bemerkt man, dass aus der Vergleichung der beiden Formen von e die 
Relationen folgen: 

2i2,Ci,af' ßf-:' = 0, 
2,2,eu.aTßf' = 1, 



(14».) 



so erhält man: 



aß.R = 



1 





1 











Dabei ist 



... 1 pw 
Q' Q" ... ßw 






SO dass man die identischen Gleichungen hat: 
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Man hat also auch 

Diese Gleichung besteht noch, wenn man die Producte der p und der q durch 
die entsprechenden Coefficienten zweier Functionen n**"' Ordnung ersetzt, so- 
fern nur für die Producte der P und der Q die analogen Coefficienten der 
transformirten Functionen gesetzt werden. Wählt man statt dieser Functionen 
diejenigen, welche durch die linearen Transformationen in die Producte der 
X und der Y übergehen, und setzt also: 

so verschwinden in dem Ausdruck 

alle Glieder bis auf den Term 

1 . 2 . . . fi . P' . P'r. . . P<-> .Q' .Q"... ()<">; 

zugleich muss man aber 

1.2...«.r.F'\..P(-> 

durch den Coefficienlen A des Products der X in (p, und 

i.2...n.Q' .Q'\.. ß^"> 

durch den Coefficienten B des Products der Y ersetzen. Geht nun R* durch 
Einführung der Coefficienten von y, xp in (— l)"i2 über, so hat man demnach 
die Gleichung: 

Bezeichnet man die Unterdeterminanten von J£+ C|, c^ ... c^ durch 
C/4, so ist 

R = —JSJSCuPiq,; 

und wenn man also, die Summen auf sämmtliche Indices bezogen, 

setzt, so ergiebt sich 

Ist ferner 

C = -S^ + CnC^j... Cm,, 
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SO folgt aus (14".) 



nnd man hat also 



C.aß = 1; 



(16.) n = 



AB.C 



1 .2. • .n 

Wenn man die Functionen q>y \p kennt, so ist auch i2 bekannt, und 
man erhält aus dieser Gleichung eine Bestimmung für die Constanten A, B, 
mit welchen die Producte der Variabein X oder Y multiplicirt werden müssen, 
wenn man sie auf Functionen (p^ rp zurückführen will, welche die Coefficienten 
der gegebenen Functionen nur in rationaler Weise enthalten. Es wird daher 
zunächst auf die Aufsuchung jener Functionen ankommen, welche in einer 
von der sonst angewandten abweichenden Weise ausgeführt werden soll. 



3. 



Ich denke mir die Determinante 



= 



Chi-\-QC2i O22 + PC22 






^1 ^2 



. • . 



V. 



nach Potenzen von {) entwickelt, und setze einmal 



du , , df) 
f^i = ^IT + Ä 



dx- 



dx, 



das andere Mal 



du , t du 



Man erhält auf diese Art zwei verschiedene Entwickelungen : 

Hier sind die Functionen &^ N, N, iV, N' . . . nur von den y abhängig, hin- 
gegen 0", if^ M, itf', M' . . . nur von den x. Ich bilde jetzt die beiden 
folgenden Determinanten, deren erstere ebenfalls nur von den y, die zweite 
nur von den x abhängig ist: 
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Y = 



A^i+ÄN; 






Nl 



•"-''+ÄNr'^ iV^'^+ANr" 






if^ + ArM; 



K + kK 
K+kK 



i»f:+*M. 



Die Functionen iV, N sind von einander nicht unabhängig, sondern es be- 
8t«hen zwischen denselben einige sehr einfache Relationen, ebenso zwischen 
den M, M. Setzt man nämlich in der Determinantenform von & und &' 
k u so findet man , indem man jedesmal die äusserste Reihe durch Ab- 
ziehen der anderen zerstört: 

(•y = — ^((»)(»'iy.+ »'2 jrj+ •••+»'.»,), 

wo 

j((,) = D+qD'+{,^D"+'-+q'D^'^ 

die Kliminationsdelerminante der Gleichungen (10.) oder (14.) bedeutet, statt 
/ darin (» gesetzt. Durch Vergleichung mit der obigen Form von 6^, &', 
wenn darin k = Q gesetzt wird, erhält man also die Relationen: 

N.=-Dyi, Mi = -Dx„ 

ri7.j { n;+a7 = -D'%, x+Mi 



— —D'xi, 

' = -D"x„ 



.Mit llflife dieser Beziehungen kann man die Ausdrücke von Y, S mannigfach 
transformircn ; immer aber findet man, dass jene Ausdrücke den Factor ^{k) 
enthalten. Multiplicirt man z. B. die zweite, dritte etc. Horizontalreihe be- 
ziehungsweise mit k, k', ... und addirt sie zur ersten, so geht diese in 

■<^(Ä).yi, ^(A).y,, ... 
aber; lässl man nun //(/r) hervortreten, und vereinfacht die übrigen Reihen 
mit Hülfe der ersten und der Gleichungen (17.), so bleibt: 

y = //(&). v(yi,yj,...y,), 

J =-- J{k).(p(x,,xi^...x,)^ 



\ 
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wo 



V = 



(18.) 



Vi 



n 






Vi 



• • • 



• ■ • 



K 

Nl' 



M' 



("-0 



(p = 



Mi 

Mi' 



Ni"'' 



X2 

M2 

Mo 



N. 



X^ 

Mi 

Mi' 



N. 



(— I) 

n 



X. 



M. 
M. 



n 

n 



m; 



(«-!) 



if,^-^^ ifr^> 



M 



(n-l) 



Dieses sind die Functionen (p, % die man in die Gleichungen (15.) einfähren 
kann; Ausdrücke, welche mit Hälfe der Gleichungen (17.) mannigfache Ge- 
stalten annehmen. 

In der That liefern diese Ausdräcke eine Darstellung der Producte 

Zu diesem Ende betrachte ich den Ausdruck von Neuem. Aus der Ver- 
gleichung der Formen von «, t?, weichein den Gleichungen (11), (13.) ent- 
halten sind, ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coeflicienten von Jf^'"\y^"\- 

:S'i^,(a,*+()c^)arV/"^ = 0, 
wenn m von n verschieden ist,, und 

-2'/-2'*(a,.*+pc;,)arVi"'^ = x'^-' + if. 
Multiplicirt man also 6 mit a.ß^ und setzt 



(19.) 



1* J^^J^,> /y^*>_l. — ^^''^ 



►KÄ) 



(A) 



(A) 






SO erhält man 



= 



1 



aß 



k' + Q 








m 



m 



tf 











i^*>+P m' 



(•) 



n n 
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tt 



(•) 
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Ersetzt man hier, um 0' zu bilden, //j durch 

du , , de 
+ k 



SO hat man nach (19.) 

ersetzt man hingegen, um &' zu bilden, Vi durch -^ — 1"* p~' ^^ ^^^ 

Nun ist Y die Functionaldeterminante der Coefficienten von 0', nach den y 
als y ariabeln gebildet ; und ebenso S die der Coefficienten von &'^ nach den 
fi genommen. Daher ist auch 

wo y^% Z^"^ die Functionaldeterminanten von 6', 0" sind in Bezug auf die m 
und n. Statt aber die Functionaldeterminante eines Systems von Functionen 
zu nehmen, kann man die Functionaldeterminante eines Systems linearer Ver- 
bindungen jener Functionen nehmen, dividirt durch die Determinante der 
Coefficienten, welche in diesen linearen Verbindungen auftreten. Ein solches 
System von Coefficienten sei: 

1 A'' A'* ... i'-*, 

1 i" A"^ ... A"-S 



1 A(*> ;lw^ . . . i(">-\ 



Jene linearen Verbindungen sind dann nichts Anderes als die Werthe von 
&y &'y welche entstehen, indem man q der Reihe nach durch eine der Grössen k 
ersetzt. Aus & entstehen dann die Functionen 

-fi" Y" .x'-^r . A"+* .r'-r . . . («/?)-*, 

aus 0": 
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-m' X' .r+* .l"-l' .l"'-X' . . . (a/9)-', 
- m" X" . l'~ i." . i"+ k . l'"- 1" . . . {ttß)-\ 

-m"'x"'.i'-r".x"-a".i:"-\-h . . . («/?)-% 



Setzt man nun: 



A = l"-X'.X"'-i:.X""-l' ... 

3 f fff 3 f ff 



SO ist die Determinante der obigen CoefBcienten gleich yi, und also 

Multiplicirt man ferner J{k) mit a/?^ so wird nach den oben angeführten 
Formeln : 

Und somit wird endlich 

Vergleicht man dies mit der früher gefundenen Form, so ergiebt sich die 
gesuchte Darstellung für die Producte der X und der Y: 

(-i)^^.a-(-*>/3-(-'>.^. r T' ... y(-> == V(^i^ «2 . . . a?-), 

eine Darstellung, welche den Vorzug hat, zur Bestimmung der Functionen 
(fj \p keiner successiven Bildungen zu bedürfen; während sonst zu der Bil- 
dung solcher Producte die Determinante von n Functionen gewühlt wird, 
deren jede nur mit Hülfe sümmtlicher vorangehenden gebildet werden kann. 

31» 
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Vergleicht mas die letites Gleitkungeu mit (16.}, so findet sich 



«»-1 



.1 = -I. - ^-"a-^-'U, 



Setzt man dies endlich in die Gleidiong 16.] and bemerkt, dass 

— 3- = t* = ^2" + f u Ca . . .f.. 

so geht diese Formel in die folfende Gestalt aber, welche die Discriminante 
./* der gesehenen Gleichnnf aosdröckt: 

,-/- = i.2...« .Q.e-*-" 

Man sieht nim leicht ein* dn»N. wenn 



wenn ferner die Fnnction 

die Eiiirenschan hat« für reelle Werthe der x stets positiv zu sein, wenn 
endlich 

wo iiu> 7'u reelle Zahlen bedenten. anch .f stets positiv sein muss. Denn in 
diesem Fall onterscheiden <ich die Coeflacienten der Functionen ip, \p offenbar 
nur durch das Voneichen ihrer imaginiren Theile, indem die Coefficienten 
von y aus denen von r durch Vertauschung von o,», cu, mit a^, c^i hervor- 
jfehen. Man hat also: 

WO die \K • reelle Zahlen bedeuten. Also ist 

>vAhr«»iid die mit )-l mulUplicirten Terme, welche zwei ähnliche Summen 
<»rtr<^ben« »Ich aufhebem da 
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also auch 

J^ ^ O • E, L/' h, . . . (T • • Tl v ^= ^ ^ v>'t • Ol i . • • (Ti L 'f j -• 

Ij »j '• ■* I J ' ' * I 2 ' * ' 1 1 8 2 12 * * * I # ' * ' 

1 I J 2 * * * I 2 *** 12*'* 

Da ferner JSScu^XiXk immer positiv sein sollte, so kann man dieser Function, 
und zwar auf unendlich viel Arten, die Form geben: 

Dann wird auch 

h=i 

c = r, 

wo I die Determinante der §, und T]i ^ den Differentialquotienten von | nach 

^t bedeutet. So ist C positiv, und femer wird, wenn die Summe nach h 
eine »fache Summation über sämmtliche Indices hi, Ih, . . . A,, die Summe nach 
j eine ebensolche ffir t'i, *2, ... «. ausdrückt: 






(22.) ■*-2-« 

Dies ist eine Darstellung der Discriminante als Summe von Quadraten, welche 
übrigens den Darstellungen (20.), (21.) gegenüber nur von secundärem Interesse 
ist. Wenn aber insbesondere die Function 22ci„XiXi, von vorn herein schon 
als Summe von Quadraten gegeben ist, so werden die ^/'\ lyf^ gleich 1, 
während alle anderen |, ri verschwinden. Dann also ergiebt sich, ohne dass 
es der Einführung fremder Grössen bedarf: 

i.2...n ^ ^K»2-.*»» + ^^2* ••J' 

ein Resultat, welches eine der von Borchardt im 30'^''" Bande dieses Journals 
gegebenen ähnliche Darstellung auf die vorliegende Classe von Problemen 
ausdehnt. 

Carlsruhe, den 23'**'' November 1861. 
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Sur les volumes des surfaces podaires. 

(Extrait du memoire lu dans la s^ance dn 20 noT6ml)re 1862 de la soci^t^ royale de Londres et 
imprim^ dans les Philosophical Transactions of the Royal Society Vol. 153.) 

(Par M. T. A. Hvrsi 2t Londres.) 



1. Xl y a vingt quatre ans M. Steiner y dans un des remarquables 
inemoires sur la Geometrie pure qu'il presenta ä racademie de Berlin, etablit 
des rapports tres generaux et fort interessants entre les aires des courbes 
podaires derivees de la möme courbe primitive en changeant le point (origine 
de la podaire) d'oü Ton abaisse les perpendiculaires sur les tangentes de la 
courbe primitive. U n'est pas venu a ma connaissance que Ton ait essaye, 
jusquMci, d^etendre ses resultats au cas des surfaces podaires. C^est Tobjet 
que je me suis propose dans ce memoire. 

2. Avant d'entrer en matiere il ne sera pas, je crois, sans utilite, 
pour faciliter la comparaison, de rappeler quelques uns des resultats obtenos 
par Steiner*): 

„La courbe primitive etant formte, quelle que seit d'ailleurs sa natore, 
le lieu des origines des podaires d'aire constante est une circonference ; et 
les diverses circonferences qui correspondent a differentes aires sont con- 
centriques; le centre commun etant Torigine de la podaire d^aire minimum.^ 

Steiner donna a ce centre commun le nom de Kriimmungs" Schwer- 
punkt, par suite d'une propriete mecanique remarquable qu'il possede. En 
effet si, dans chacun des points de la courbe primitive, on con9oit qu^une 
quantite de matiere reciproquement proportioneile au rayon de conrbure se 
trouve concentree, le Krümmtifigs- Schwerpunkt, c'est-a-dire le centre de 
gravite de la courbe ainsi chargee, sera precisement le centre commun des 
circonferences dont nous nous occupons. 

En 1854, setze ans apres Tapparition dn memoire de Steiner, M. Raabe 
de Zürich**) etendit le theoreme de Steiner aux courbes non fermöes. La 
definition generale de Taire d'une podaire etant Taire de Tespace decrit par 
la perpendiculaire tandis que le point de contact de la tangente decrit Farc 



*) ce Journal t, 21, p. 57. 
*•) ce Journal t 50, p. 193. 



Hirsi, sur les eolumes des surfaces podaires. 247 

primitif, RfMbe troava que les origines de toutes les podaires de möme aire sont 
situees sur une conique. Les diverses coniques qui correspondent ä differentes 
aires sont semblables, semblablement placees et concentriques, le centre commun 
de toutes etant encore rorigine de la podaire d'aire mmimum, et bien qu'il 
ne colncide plus avec le Krümmungs- Schwerpunkt de Taro primitif, il s'y 
relie intimement, comme Ta fait voir plus recemmenl M. Wetzig de Leipsick*). 

3. Par rapport aux surfaces il faut entendre par volume de la podaire 
celui du cöne dont le sommet est Torigine et dont la base est la partie de 
la surface podaire qui correspond ä la parlie donnee de la surface primitive. 
Cela pose la suite fera voir que quelle que sott la nature de la surface pri- 
mitkey les origines des podaires de eolume constant sont situees sur une sur-- 
face du troisiäme ordre et plus loin on verra que qimnd la surface primitive 
est fermie, mais dCailleurs tont ä fait arbitrairey la surface y Heu des origines 
des podaires de eolume constant^ est du second ordre et que tensemble de 
ces lieux forme un systdme de surfaces semblables, semblablement placees et 
concentriqnes dont le centre commun est Forigine de la podaire de eolume 
minimum. 

4. Prenons x, y, & pour coordonnees deTorigine^ d^une podaire (P ) 
d'one surface primitive (S) et indiquons par (Pu) 1& podaire de la möme sur- 
face (S) prise par rapport ä Torigine des axes des coordonnees. 

Soient a, ß, y les angles positifs et moindres que n^ que la normale 
externe tiree d'un point quelconque M de la surface (5) forme avec les axes, 
et representons par p et p^ les perpendiculaires abaissees respectivement de 
^ et de sur le plan tangent de (S) en M^ les pieds m et i»u de ces per- 
pendiculaires seront evidemment les points des podaires (P) et (Po) qui cor- 
respondent au point M de la surface primitive. Les angles de direction de 
Tune ou de Tautre de ces perpendiculaires seront a, ß^ y on n—a, n—ß, 
n—y Selon qu'elle est tiree dans le möme sens ou dans un sens contraire 
par rapport a la normale externe en question et, si Ton regarde une teile 
perpendiculaire comme positive ou negative seien que Tune ou Tautre de ces 
circonstances se presente, la relation generale entre p et p^ sera 

p = pü— ^cosa— ycos/?— »cosy. 

Concevons de plus une sphere de rayon egal a Tunite et seit da Telement de 
sa surface interceptee par des rayons ayant les mömes directions que les nor- 



*) Zeitschrift für Mathematik und Physik; Vol. 5; 1860; p.81. 
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males externes aux points du coiitour de Telement ds de la surface primitive, 
au point M qüe Ton considere. 

D'apres la definition de Gauss da sera aussi la courbure totale de 
Telement ds, et aura la valeur kds, ou k est la mesure de la courbure en 
M, en d'autres termes la valeur reciproque du produit des deux rayons de 
courbure en M, L'element de volume de la podaire (P) aura evidemment 
la valeur 

dP = ^da 

qui changera de signe avec p aussi bien qu'avec da. Au moyen de requation 
precedente nous aurons donc 

dP = ^{po— X cos a — y cos ß—zcosyf da 

expression qui, developpee et integree, prend la forme 

P = Pii-iAi^A2^A3)(x,y,z) + {An^An'>A33^A23^A3i,Ai2){x,y,zf 

— "kiAlU^ -^222 9 -^333^ -^112^ -^113 9 -^223 ? -^221^ -^331 ^ -^332 9 -^123)(^^ ^^ *) y 

oü les dix-neuf coefficients sont independants de la position de Torigine A 
de la podaire (P) et representent des integrales doubles qui doivent s^etendre 
a tous les points de la surface primitive (S). De ces coefficients il suffira 
d'ecrire les valeurs des six suivants, les treize autres pouvant s'en deduire 
par les permutations de a, ß, y conformement a celles des indices 1, 2, 3; 

Ai — Ipl^do cos a^ All = /podacos^a, Am = Jdacos^a, 

Ai2 = Ip.^da cos a cos ß, Ani =f / da cos'^a cos ß, ^,23 = /da cosa cos ßcosy. 

La formule donnee ci-dessus pour le volume de la podaire (P) prise par 
rapport ä un point quelconque {x^y^z) montre tout de suite, comme on Ta 
deja fait remarquer au n"". 3, que les origines des podaires de eolume constant 
sont situees sur une surface de troisieme ordre. 

5. L'analogie entre les cas des courbes et des surfaces podaires est 
parfaite, quand on se souvient que Tordre de la surface trouvee ci-dessus 
provient essentiellement des trois dimensions de Tespace, precisement de la 
meme maniere que Tordre de la courbe plane, sur laquelle se trouvent les 
origines des podaires de m^me aire (n"". 2), derive des deux dimensions d'un 
plan. Cependant il n'est pas sans interät d'observer que tandis que Thypothese 
d'une courbe primitive fermee ne fait que changer Vespäce du lieu en question, 



Hirst, $ur les f>olume$ des surfcices podaires, 249 

{'Hypothese d'une surface primitive fermee conduit a une reduction d' ordre du lieu 
dont il s'agit. La premiere circonstance est produite par Tegalite entre les coef- 
ficients de x^ et y^ et revanouissement de celui de xy; la derniere est dae 
a revanouissement de cliacune des dix integrales ^m, A^it etc., integrales 
qui, ne contenant pas p^^ ont des valeurs qui dependent uniquement de la 
courbure de la surface primitive. 

6. Sans entreprendre la discussion de toutes les singularites de courbure 
que peuvent presenter les surfaces, je me contente d'observer que la dite pro-- 
priete des dix integrales est facilement demontree quand la surface primitive 
est non seulement fermee, mais partout convexe. En effet, dans ce cas, le 
seul qui nous offre de Tinter^t pour les applications subsequentes, les normales 
d'une teile surface representent, sans repetition, toutes les directions possibles, 
et comme da ne change pas de signe on voit sans peine, que chaque integrale 
se compose de couples d'elements egaux et de signes opposes. 

Dans le cas plus general oü certaines directions sont representees plus 
d'une fois par les normales d'une surface primitive fermee, on partagerait 
cette surface en parties distinctes de deux especes de maniere que les nor- 
males appartenant ä chaque partie de la premiere espece representent, comme 
auparavant et sans repetition, toutes les directions possibles, pendant que les 
normales aux divers points de chaque partie de la seconde espece, se com- 
posent de couples de normales de möme direction. Puis on ferait voir que 
chacune des integrales dont il s'agit, etendue a tous les points d'une partie 
de la premiere ou de la seconde espece, s'evanouit. 

Ainsi pour une surface primitive fermee, les termes de troisieme ordre 
n'entrent plus dans Texpression de P au n"". 4 ; et par la seule forme de 
Tequation qui reste, on voit non seulement que la surface {A\ lieu des origines 
de podaires (P) de volume constant, est de second ordre mais qu'en m£me 
temps, la suite de ces surfaces {A\ qui repondent aux volumes divers, forme 
une Serie de surfaces de second ordre, concentriques, semblables et semblable- 
ment placees; leur centre commun etant le point pour lequel chacune des 
integrales ^i, A^^ ^3 s'evanouit. En effet, si ce point etait pris pour origine 
des coordonnees, Tequation en question prendrait la forme 

" = £{)-{- {All ^ -^229 -^33^ -^23^ -^319 Ai2){Xy yy ä) , 

ou si Ton veut 

P = Po +//>u(ic cos a+y cos/9 +« cos y)Ma, 
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d'oü Ton peut aussi conclure, comme on Ta dejä dit au n^ 3, qae le centre 
commun de toutes les surfaces (A) est Tori^ne de la podaire de volume 
minimum. 

Quand la surface primitive fermee a elle-möme un centre, ce centre 
sera aussi le centre commun des surfaces (A)'^ car en prenant ce point pour 
origine des coordonnees, chacune des integrales A^^ A-i^ A^ se composera 
de couples d'elements egaux et de signes opposes. 

7. Pour eclaircir les principes precedents et, en möme temps, pour 
faciliter les applications subsequentes, nous considererons un moment le plus 
siraple de tous les cas, celui ou la primitive est une sphere avec le rayon a. 
En prenant son centre pour origine des coordonnees, seize des integrales du 
n**. 4 s'evanouiront et les integrales restantes ^„, ^229 Ay^ acquerront la valeur 
commune \na; de maniere que le volume d'une podaire quelconque (P) devient 

Quand Torigine de (P) est en dehors de la sphere, la podaire se com- 
pose evidemment de deux feuilles passant par Torigine et touchant a la 
primitive, et il est facile de prouver directement que le volume de la podaire, 
comme le donne cette formule, est la difference des volumes enfermes par ces 
feuilles. Quand la sphere se reduit a un point, les volumes de toutes les 
podaires s'evanouissent, d'apres la formule; de sorte que nous devons con- 
siderer la podaire d'un point comme se composant de deux feuilles spheriques 
qui coincident. 

De la möme maniere la podaire d'une surface tubulaire se composerait, 
en general, de feuilles distinctes qui colncideraient quand la primitive se re- 
duirait a une simple ligne courbe. Bien que la surface podaire existe, par con- 
sequent, aussi quand deux dimensions de la primitive sont supposees s'evanouir, 
etant encore, par definition, Tenveloppe de spheres dont les diametres sont 
les rayons vecteurs de la courbe, son volume doit 6lre regarde comme ayant 
une valeur nulle. 

Toutefois le cas est different lorsqu'une seule des trois dimensions de 
la primitive est supposee s'evanouir. La podaire d'une pareille surface (Si) 
se composerait de deux feuilles qui colncideraient avec la podaire ordinaire 
(Pi) de (Si) et de la podaire (P) de la courbe (C) qui forment le contour 
de la primitive (5i). Le volume de la podaire composee serait pourtant 
simplement celui de la podaire (P) du contour (C); ce dernier volume, par 
consequent, doit, si on Tevalue convenablement, pouvoir ötre deduit de nos 
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formules generales. Lorsque la surface (Si) coincide avec la developpable 
osculatrice de la courbe (C) les integrales doubles du n". 4 se reduisent tres 
facilement en integrales simples et donnent lieu a plusieurs questions inte- 
ressantes par rapport aux volumes des surfaces podaires d'une courbe a double 
courbure. Mais pour ne pas interrompre trop la suite des idees, il faut ici 
reprendre le cas general des podaires d'une surface. 

8. Nous nous proposons de considerer a present les podaires de 
Tellipsoide qui, depuis la publication des recherches de Fremel sur la lumiere, 
oifrent un interät particulier. En y appliquant les resultats precedents nous 
arriverons a plusieurs resultats nouveaux. 

En Yue de cette application et pour faire suite au sujet du n". 6 
ajoutons que, quand la surface primitive est symetrique par rapport a trois 
plans rectangulaires, les integrales 

-^12? -^23^ -^31 

s'evanouissent en prenant ces plans de symetrie pour plans des coordonnees. 
Par suite de cette propriete, qui est evidente a la seule inspection des in- 
tegrales donnees au n"". 4, Fexpression du volume d'une podaire quelconque 
prend la forme tres simple 

Si, de plus, la surface primitive est partout convexe les coefficients 

An =JPi, da cos' cf, A^ ^Jp^^ ^^ ^^^^ ^' ^^ ^fp^' ^^ ^^^ ^* 

seront manifestement des sommes d'elements de m^me signe, de sorte que le 
lieu {A) des origines de podaires d'egal volume sera un ellipsoide dont les 
axes coincideront avec les axes de symetrie de la surface primitive. 

9. Pour Tellipsolde primitif 

a?' v* »• 

ö| «. «s ' 

les carres de ses demi-axes ecrits dans Tordre descendant de grandeur etant 
designes par a^, 02^ «3, nous avons les formules bien connues: 

cos a = ^;?^„ cos/S = -^;?,„ cosy = -^p,,, 



pj Ä? <»I ttj ajCOB'a + a,co8'/S+a,co8*y ' 

3P.. =/pJrf. = -^JPI^. 



32 



* 



252 Hirsty sur les volumes des surfaces podaires. 

Ces deux expressions equivalentes pour le volume de la podaire cen- 
trale, ou podaire minimum, ont leurs avantages. Dans la seconde on suppose 
que Tintegrale s'etend a tous les points de Tellipsolde primitif ; dans la premiere, 
apres avoir exprime a, ß^ y, puis p^, au moyen de deux variables indepen- 
dantes convenables, Tintegration s'etendra a tous les points de la sphere de 
rayon egal ä Tunite. 

L'element spherique da etant ainsi exprime, les limites de rintegration 
seront independantes de Oj, 02, »3, et par voie de diiferentiation, on aura 
evidemment 

et des formules semblables pour An et ^33; de sorte que le volume d'une 
podaire quelconque se trouve donnee par la formule 

volume qu'on obtiendra consequemment par simple differentiation de Tex- 
pression de /^o*)? ^^ observera en möme temps que P,, comme fonction 
homogene de Oi, a^^ a^ de Tordre |, satisfait d'une maniere identique a la 
relation 

OU retenant les symboles plus commodes A^^^ A^i^ ^33, 

3P„ = a,^|i+02^22 + «3^33. 

10. De cette formule et de la formule generale relative a F (n". 8) 
on peut tout de suite etablir une relation tres simple entre les volumes de 
la podaire centrale et celui de toute autre dont Torigine se trouve sur Tune 
des diagonales du parallelepipede rectangulaire circonscrit a Tellipsoide primitif. 
' Gar les coordonnees d'un point quelconque sur une pareille diagonale se trouvent 
donnees par les equations 

a;' _ ff' g' _ r* 

ö| "" «t "" «s ~ ö '. 

OU r est le rayon vecteur du point en question et a = ai+ö2 + öj le carre 

*) La valeur de P^ exprim^e en integrales elliptiques fut obteuue pour la 
premi^re fois par Toriolini en 1844. L'expression äquivalente ä laquelle nous allons 
arriver poss^de^ du reste^ tous les avantages de sym^trie que fait n^cessairement 
perdre I introduction des integrales elliptiques. 
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de la demi - diagonale dont il s'agit. En substituant ces valeurs les deux 
formules relatives ä P et a P^, donnent: 

a " 

Quand r^ = a^ Torigine de (P) coincide avec un des sommets du 
parallelepipede et, lorsque 3r^ = a, le point de la diagonale se trouve sur 
Tellipsoide, de sorte que Ton peut dire : le eolume de la podaire dont forigine 
86 trouve ä un quelconque des sommets du parallelepipede rectangulaire circon-- 
scrit ä tellipsoide primitif est quatre fois celui de la podaire centrale et le 
double de celui de la podaire ä tun quelconque des huit points oü Vellipsoide 
se trouee percee par les diagonales du parallelepipede, 

11. Afin d'etablir d'autres relations nous representerons generalement 
par Xif yiy «,-, et r,- les coordonnees et le rayon vecteur d'un point quel- 
conque (t) dans Tespace et nous considererons, d'abord, les podaires (Pi), 
(P2), (P3) prises par rapport aux exlremites (1), (2), (3) de trois diamelres 
conjugues quelconques d'une surface (S') de second ordre concentrique a (jS) 
et semblablement placee. Les demi-axes carres de (S') etant a{, aj, o^ on 
sait que 

y\+y\-\ryl = oi, 

de Sorte quVn substituant successivement dans la formule generale de P (n"". 8) 
les coordonnees des trois points que nous considerons et en ajoutant ensemble 
les equations resultantes nous aurons 

P1+P2 + P3 = 3Po+Anal+A,M+A,,ai = 3P. 

La podaire (P) dont le volume est mis ici egal a la somme constante des 
trois autres volumes est, comme on le voit tout de suite, d'apres la mäme 
formule generale relative a P^ celle dont Torigiue se trouve au point 

(l-^9 r"^' r"^) ^^ '* surface (S') est percee par la diagonale de son 

parallelepipede circonscrit. Puis si Ton convient de prendre le volume d'une 
podaire positivement ou negativement selon que le diametre, sur lequel se 
trouve son origine, rencontre la surface (5') en des points reels ou en des 
points imaginaires, on pourra dire que la somme cUgebrique des eolumes de 
trois podaires de Vellipsoide dont les origines sont aux extremites de trois 
diamdtres conjugues quelconques d^une surface (S') de second ordre con- 
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centrique ä VeUipsoide et semblablement placee, est constante et egcUe ä trois 
fois le volume de la podaire au point oü cette sur face (S') est rencontree 
par une des diagonales de son parallelepipäde rectangulaire circonscrit. 

On peut aussi ajouter que cette somme des volumes des trois podaires 
correspondantes aux extremites de trois diametres conjugues est non seulement 
invariable pour une mdme surface {S'\ mais pour toutes les surfaces de second 
ordre concentriques et semblablement placees qui sont inscrites dans des 
parallelepipedes rectangulaires inscrits eux-mdmes dans une des surfaces (A) 
Heu des origines de podaires de meme volume. Gar les axes de toutes les 
surfaces pareilles (5') satisfont evidemment a la condition 

Ana[ + A22a\ + Aija\ = const. 

12. Quand la surface (S') est non seulement concentrique äTellipsoide 
primitif et semblablement placee, mais lui est encore semblable, les diagonales 
de leurs parallelepipedes rectangulaires circonscrits coincident en direction; 
de Sorte que conformement au n"". 10 et posant 

Sr'' = a\ + a^ + al = a' 

la relalion du n°. 11 devient 

Quand a^=ay c'est-ä-dire quand la surface (S') coincide avec Tel- 
lipsoide primitif, on voit que la somme des eolumes de trois podaires dont 
les origines sont aux extremites de trois diametres conjugues de fellipsoide 
primitif y est constante et egale ä six fois le eolume de la podaire centraJe. 

Les trois podaires dont les origines se trouvent aux extremites des 
axes de Tellipsoide primitif, sont comprises dans ce theoreme, comme cas 
particulier. 

13. Quand la surface (S') est une' sphere, les diametres conjugues 
sont a angles droits les uns par rapport aux autres et les diagonales du 
parallelepipede (cube) circonscrit sont egalement inclinees vers les axes de 
Tellipsoide, d'oü il suit que la somme des volumes des podaires de VeUipsoide 
dont les origines sont les trois sommets d'un tri angle tri -rectangulaire quel-- 
conque sur une sphtre concentrique, est constante et egale ä trois fois le 
eolume de la podaire dont Vorigine sur la spkere est egalement eloignee des 
axes de VeUipsoide. La valeur de cette somme constante est: 

SP,+ r'iAn + An + A^)^ 
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14. En dernier Heu quand la surface (S') est un ellipsoide contbcal 
a la surface primitive on peut mettre: 

et substituer les valeurs de a}, a\^ a\ dans la derniere equation du n"". 11. 
De cette maniere on trouve 

En comparant cette expression avec celle qui se trouve a la fin du 
n^. 13 on conclut que la somme des eolumes des trois podaires dont les 
origines sont aux extremites de trois diamätres conjngues quelconques tfun 
ellipsoide confocal ä la mir face primitite, est egale au double de la somme 
des volumes des trois podaires prises par rapport aux extremites de trois dia- 
metres orthogonaux quelconques (fune sphere concentrique, dont le rayon carre 
est la moitie de la difference des carres des demi-axes des surfaces confocates. 
Ce theoreme general comprend corame cas particulier (ä = 0) celui dejä donne 
au n^ 12. 

15. De la formule fondamentale ainsi ecrite 

P p 

H =• r-2- = Aa cos'i + ^22 cos^^ + Ä^^ cos^ v. 

OfL peut en outre deduire d'autres theoremes et, de plus, une con- 
struction pour le volume de la podaire par rapport a un point quelconque. 
En premier lieu nous voyons que la grandeur lineaire H est constante pour 

tous les points d'une m^me droite qui passe par le centre de rellipsoide; 

p 
et, en second lieu , que H est la limite vers laquelle — ä- = h s'approche a 

mesure que Torigine de la podaire s'ecarte du centre. Cette quantite lineaire 
h etant la hauteur d'un parallelepipede de meme volume que la podaire et 
qui a pour base le carre construit sur le rayon vecteur, nous nous proposons, 
pour Faciliter Tenonciation, de lui donner le nom d'eleration podaire au point 
que nous considerons. Ainsi H sera Televation podaire a Tinfini sur la droite 
{k^fjtyv); Au^ A22'i -^33 respectivement les elevations podaires ä Tinfini sur les 
trois axes et ^4,1 + ^22 + ^33 celle sur la droite egalement inclinee vers les trois 
axes de Tellipsolde. 

Concevez maintenant une podaire centrale (P^J d'un ellipsoide (S) 
concentrique a Tellipsolde primitif (S) semblablement placee et teile que ses 
demi-axes carres soient respectivement proportionnels aux elveations An^An^A^y 
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II est clair, d'apres la derniere equation, que les carres constniits sur ies 

rayons vecteurs de (P^, ) seront proportionnels aux eleeatiom podaires ä rinfini 
sur ces rayons. L'elevation podaire ä Tinfini etant ainsi determinee par la 

podaire auxiliaire {P^). On construira d'abord le parallelepipede egal en 
volume a l'exces P—Po du volume de la podaire (P) sur celui de la podaire 
(PJ; cela fait, la conslruction de P n'ofiFre plus de difliculte, pourvu que 
P„ soit donne. 

16. Entre les elevations podaires aux divers poinls de Tespace on 
pourrait etablir de nombreux rapports; nous ne nous arrßlerons qu'ä un ou 
deux. Indiquons par (1), (2), (3) les extremiles de trois diametres quelconques, 
a angles droits Tun par rapport a Tautre, de la surface (S') consideree plus 
haut au n"". 11. L'addition des trois formules semblables a celles du n"". 15, 
qui se rapportent ä ces extremites, donne: 

13 1 

puisque^ d'apres un tbeoreme bien connu, 

111 111 

--4-— 4-— = _4-_4. 



r» r] rl a\ aj aj 

L'elevation podaire h que Ton a posee egale a la moyenne arithmetique des 
trois aulres, correspond au point sur la surface (S') qui est egalemenf eloignee 
de ses trois axes, comme on peut aisement s'en convaincre en posant dans 
la forraule du n"*. 15 

cos^i. = cos'^a = cos^v = l , 

et en observant que pour un tel point 

1.11 



r aj a, a* 

Dela resulte que la somme aigebrique des trois eleeations podaires anx 
extremit^ de trois diamdtres orthogonaux quelconques d'une surface {S') de 
second ordre concentrique ä Vellipsotde et semblablement placee est constante 
et egale ä trois fois Veletation podaire ä Vextremite d^un diatnetre de cette 
surface (S') egalement inclinie sur ses axes, 

On peut aussi ajouter que cette somme nest pas seulement inf>ariable 
pour une senle et mime surface (S')^ mais encore pour toutes les surfaces 
concentriques et semblablement placees qui passent par un mime point egalement 
eloigne des axes de Vellipsotde priimitif 
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Quand la surface {S') est une sphere^ les elevations podaires ä ses 
divers points sont evidemment proportionelles aux volumes des podaires ayant 
ces points pour origines; de sorte que Ton obtient de nouveau le theoreme 
du n^ 13. 

17. Avant de passer au caicul du volume d'une podaire quelconque 
de i'ellipsoide nous pouvons remarquer, en dernier lieu, que pour quatre 
origines quelconques, situees sur une surface (S') concentrique ä rellipsoide 
et semblablement placees^ les volumes des podaires correspondantes satisfont 
a la relation 

= 0, 



Pt. 


x], 


»?, 


*I 


p^. 


ajj, 


yh 


^l 


/'s, 


a^s. 


yU 


^l 


p*. 


xj, 


yl 


4 



dont nous ne nous proposons pas, cependant, d etudier en detail la signification 
geometrique. 

18. Nous allons maintenant faire voir comment le volume P d une 
podaire quelconque de Tellipsoide peut s'exprimer au moyen des differences 
partielles de Tintegrale definie 



u 



de 



y(o + öJ(c + a,)(ü + a,) 



On sait bien que quand les coordonnees x, y^ z^ d^un point quelconque 
d'une surface donnee sont regardees comme fonctions de deux variables in- 
dependantes (p et v, on a les expressions equivalentes suivantes pour trois 
fois le volume du telraedre dont le sommet se trouve ä Torigine des coor- 
donnees et la base est Telement de surface ds enferme entre les courbes 
(p = const. , f) = const. et celles qui leur sont respectivement consecutives 



p,,d8 = 



«, 


y. 


i 


dx 


dy 


d» 


dtp ' 


d<p ' 


d<p 


dx 


öy 


dz 



dv 



dv 



de 



dvdip. 



19. Maintenant Tequation de Tellipsolde primitif sera evidemment 
satisfaite identiquement par les valeurs 

Joamal für Mathematik Bd. LXn. Heft 3. 33 
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2 '^ 2 

X = ai — ; cos Wj 

ä' = «3 



qui, lorsqu'elles seront substituees dans le determinant ci-dessus et dans l'ex- 
pression pour p^^ donnee au n''. 9, conduisent tout de suite aux expressions 

p,ds = - ^3T^ dvdcp' 

En substituant ces valeurs dans la seconde expression de P^^ du n"*. 9, en 
etendant rintegration ä tous les points de Toctante ellipsoidale et en prenant 
huit fois le resullat nous trouvons 

OD __ ^ /^» /^^- Qp + a^^^dvdtp . 

par differentiation on en deduit 



^ ' ' J J 1—^""^ 9+-— ^8m>] 

* • 



LMntegration par rapport a ^ ne presente pas de difficulte et eile donne, une 
fois effecluee, le resultat 

A ^ JL r\ ^< I ^^'^» I ^< ] » + «3)^g 

oü nous avons mis, pour abreger, 

R = {e^-ai){f)+(h){f> + (h)' 
20. On geut donner une forme plus commode a Texpression precedente 
de Ay^ en introduisant les differences partielles des deux integrales definies 

symMriques 

* rff? „r /•* vde 



''=/-^' ^-j 



VR ' J VR 

ü 



«9 n 

En effet si, pour abreger, nous indiquons les resultats des Operations -^ — , -^ — , ... 
-^-^ , -^— ^ — • • executees sur une quantite quelconque, en ajoutant au Symbole 
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de cette quantite les indices 1,2, ...11, 12..., respectivement, nous aurons 

n 

ce qui est aisement verifie. 

21. Toutefois on peut reduire celte expression a une aulre plus 
simple, contenant F,, Fj, Vs seulemenl. Pour effectuer cette reduction, j'ob- 
serve qu'au raoyen de Tidentite 

on a: 

d'oü, par une Integration partielle, on deduit 

W,+ W,+ W^ = -V, 

puisque -^ s'evanouit evidemment aux deux limites. De celte expression 
on ohtient encore, par differentiation, les relations 

En traitant de mSme Tintegrale F,, on trouve 

V 0| Ol «, 

= -2fl.(F„4-F«4-F„), 

= -2fl3(Kn+F„+K„). 
De plus, en comparant les valenrs 

« 

de 









etc. 



^''^ H («' + o.)(e+a.) JE' ®'*'- 



de 



apres avoir decompose en fractions simples les coefficients de -r^ en Vn, 

F}3, Kji, on obtient 

33» 



260 Hirst, iur les volumes des $urfaces podaires, 

2(0,-03) F^ = F,-F3, 
2(03-00^31 = ^3-^; 
et de la mdine maniere on trouve 

2{ai—(h)Wn = O2F2-0, Fl, 

2(02 — 03) IFia = Ö3F3 — OiFo, 

2(03— 0|)fF3i = O1F1-O3F3. 

22. Maintenant les quatre derniers groupes d'equations suflisent evidem- 
ment pour exprimer .^33 (n°. 20) au moyen de Fi , F? , F3 , et pour obtenir 
de la par simple permutation des indices les valeurs de An^ An- En y 
faisant les simplifications convenables les resultats peuvent s'ecrire de la 
maniere suivante: 

An = --^[(o2+03)oiF, + (o34-2oi)o2F2+(2oi+02)o3F3], 

A22 = —-^ [(202 + 03)01 Fi+(fl3 + Oi)02F2+(Oi + 202)03F3], 
^33 = — -^[(«2 + 203)01 Fl + (203 + Ol) O2F2 + (01 + 02)03 F3]. 

De ces valeurs des elevations podaires a Tinfini sur chacun des axes (n"". 15) 
on obtient par addition la valeur suivante de Televation podaire a Tinfini sur 
une droite egalement inclinee sur ces axes: . 

(^11+^22 + ^33) = -27l[(02+03)OiFi+(03+Oi)o, F2 + (Oi + 02)03F3]. 

Puis, de la relation donnee a la fin du n"". 9, on deduit Texpression suivante 
du volume de la podaire centrale de Tellipsoide: 

Po = --|-[«»iaiFi+i»2Ö2F2+m3Ö3F3], 

oü Ton a mis, pour abreger, 

Sm, = (oi+02 + 03)(o2 + 03) + o?+oJ, 

3i»2 = (ai+02 + a3)(«3+öi)+fl^+an 
Stih = (ai + 02+03)(oi+02)+oJ+fi^. 

En dernier lieu pour le volume d'une podaire quelconque (P) dont Torigine 
A est au point (ar, y, «) on trouve la valeur 

P = -^[ifiOiFi + if2O,F2 + if303F3], 
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oü, posant pour abreger r=^a^+y^-\':&'^ et =01+02+03 les quantites ifi, if?, M^ 
sont donnees par les equations: 

3üf, = (a2 + fl3)(3rHa) + 3(a2y' + fl3Ä')+o^+ö^, 

3i!f, = (a3 + ai)(3r'+a) + 3(a3Ä^+axa:^) + eib'+ö^ 

3i!f3 = (a, + a2)(3rHfl)+3(a,a:Va2y') + aI+a2^ 

Le Yolume de l'ellipsoide primitif exprime en \\^ F2, F3 est 

S = — |:7r[a2Ö3.öiFi + a3«i.a2^2+ai02.Ö3F3], 

comme cela resulte evidemment de Tune des relations du n"". 31. L'integrale 
V elle-m6me ainsi exprimee a la valeur 

parceque V est une fonction homogene de a^, 02, 03 du degre —4^. 

Nous supprimons plusieurs expressions interessantes de V et de S au 
moyen des volumes de certaines podaires, pour passer immediatement a Tin- 
troduction des integrales elliptiques dans les resultats precedents. 

23. L'integrale V, au moyen des differences partielles de laquelle 
on a exprime les volumes de toutes les podaires, est convertie en une in- 
tegrale elliptique de la premiere espece par la Substitution 

sin^cp = — *-| — -: 

^ D + ttj 

en mdme temps les limites de cp, auxquelles correspondent les limites oc et 
de ©, seront evidemment et ö pourvu que 



= arc. cos l/— ^ = arc. sin 1/— ^ ^* 

Cela pose, on trouve facilement comme resultat de cette Substitution Tex- 
pression 

ia, — a, / yi — ft'sin'qp Va, — a, ' 



ou 



le = 



öj-ö» 



est evidemment positif et moindre que Tunite. 

Representant aussi, avec Legendre, par E Tintegrale elliptique de la 
seconde espece de sorte que 

E{0,k) =y%|/l-*'sin>. 
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la diiferentiation de la valeur precedente de V nous donne 

IE \ F 



Vi = 



ö|— «3 A, — 03 «1 — «a j/aj — a, ' 



\ \ = = ==• ~ u 






valeurs qui, substituees dans les formules du n^23, donnent celles de A^^ 
An^ Azz^ Pu'i P exprimees en integrales elliptiques. Pour le volume de la 
podaire centrale (Po) par exemple, d'oü Ton peut deduire, par differentiation 
partielle, celui de toute autre podaire (P), nous trouvons Texpression: 

Po = -^i(2ö-a0y^ + (aa3+a^-a,fl^)-pL= + 2(ö,-O3)«-7=^^ 

oü nous avons mis, pour abreger, comme ci-dessus, = 01 + 02+03. 

Cette expression s'accorde parfaitement a^vec celle trouvee pour la 
premiere fois en 1844 par M. Tortolini*). 

24. En faisant diminuer indefiniment 03, Tamplitude 6 se.rapproche 

de la limite -^ et le module k acquiert la valeur 



nrz.^^ 



k, = v^-^ 

a 



'1 



Les integrales elliptiques £ et F deviennent alors des integrales com- 

pletes, c'est-ä-dire E (-^, ä^J, F (^, ä,) ou plus simpleraent Ei et Fi. 

Si Ton represente par [U] la liraite vers laquelle converge une 
grandeur quelconque U, quand 03 diminue indefiniment, on deduit des ex- 
pressions du n°. precedent les valeurs particulieres : 

IE, 1 ^, 



[Vi] = 



1 £, , 1 F, 



[F,] = -JL_J_4i_ + 



öf ö| — «2 ^^i «1 — «t A ' 

[P,.] = !^{2{ai+a,)Ei-a,FiY 
Cette derniere est Texpression du volume de la surface podaire d^une ellipse 



^) ce Journal t. 31, pag. 28. 
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par rapport a son cenire (u°. 7) ; a Taide des formules du n". 22 on trouve 
que celui d'une podaire quelcouque de cette courbe est donnee par la formule 

La surface podaire, dont le voIume se trouve ainsi exprime, sera 
evidemment eugendree par une circonference qui se meut de maniere a passer 
constamment par le point (x^y^si)^ par sa projection (I^^^O ^^r le plan de 
Tellipse (oi^Os), et par la courbe podaire de cette ellipse prise par rapport 
au point (^, i?, S). 

25. Nous donnons, en demier lieu, les modifications des formules 
precedentes qui correspondent aux cas particuliers des ellipsoides de rotation. 

Pour le spherolde allonge, 03 = 03, nous trouvons 

'13 S 



Pour x'^ = «1—03, y = J5 = 0, le volume de la podaire par rapport a un 
foyer devient 

^ = ^0+2-1^(0,-03) = #7ia,|/a,, 

c'est-ä-dire egal au volume de la sphere construite sur Taxe majenr de 
l'ellipse generatrice, resuUat qui est exact. 

Pour le spherolde aplati, 01 = 02, nous avons 

V = arc cos 1/ — -, 



P„ = 



|-[(3a,+2a3)»/«3+^arccos|/-^], 



La derniere formule se reduit, pour 03 = 0, a 



fi* 



[P] = JL^a{Sx'+Sf+2^'+2a'), 

Ainsi se trouve exprime le volume de la surface podaire d'un cercle de rayon 
a, prise par rapport a un point (x^ y, z) quelconque de Tespace. 

Londres, Septembre 1862. 
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Note additionelle. 

Lorsque j'avais envoye a la redaction du Journal de mathematiques le 
Iravaii qu'on vienl de lire, M. Borchardt a eu robligeance d'appeler mon 
attention sur deux memoires anterieurs de Pexistence desquels je n'avais pas 
eu connaissance, et qui traitent aussi les volumes des surfaces podaires. 

Le premier de ces memoires a paru dans les Archwes de Mathematiques 
et de Physique, de M. Grunert, t. 32, 1860, sous le tilre de ^Kubatur des 
Fusspunklenkörpers eines Ellipsoides". L'auteur, M. Magener de Posen, y 
exprime le volume d'une surface podaire quelconque d'un ellipsoide primitif, 
au moyen d'integrales elliptiques de la premiere et de la seconde espece. 
U ne donne pas, il est vrai, d'une maniere explicite, la relation fondamentale 
du n". 9, au moyen de laquelle le volume P d'une podaire quelconque se 
deduit immediatement du volume P^ de la podaire centrale (deja calcule par 
Tortolini) et des derivees partielles de P^^ par rapport aux axes. Toutefois, 
il arrive a une expression symetrique fort interessante de P en fonction 
des derivees partielles de Tintegrale double 



71 n 



ff 



« 9 



icos'i^ 8in'i9'co8"^t^ sin' t^ sin* t/; 
~~7^ 1 :;; 1 :: 

a laquelle Jacobi, dans le vol. X. de ce Journal, a reduit la quadrature de 
la surface de Tellipsoide ä axes reciproques de rellipsolde primitif. — Gräce 
a cette expression de P, M. Magener a egalement ete conduit a la decouverte 
de la Serie des ellipsoides, lieux des origines des podaires de möme volume. 

Le second de ces memoires, qui a un caractere plus general, ne parait 
pas avoir ete porte ä la connaissance du public. II a ete publie a Berlin 
en 1859, sous forme de These inaugurale et porte pour titre: ^Z)e super- 
ßcierum pedalium theorematibus quibusdam\ L^auteur, M. Fischer de Berlin, 
y traite d'abord de quelques unes des proprietes generales des surfaces podaires. 
II examine ensuite les volumes des surfaces podaires et etablit d'une maniere 
parfaitement generale les deux theoremes fondamentaux enonces dans le n*'. 3. 

Londres, 27. avril 1863. 
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Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen 

Oberfläche dritter Ordnung. 

(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 



U nler den verschiedenen Erzeugungsarten der Flächen dritten Grades, 
welche Steiner*) angegeben und aus denen er eine Reihe der wesentlichsten 
Eigenschaften dieser Flächen hergeleitet hat, ist eine nicht angeführt, welche 
als ursprünglicher gelten kann und für manche Untersuchungen vortheilhafter 
ist; diese, wie es scheint, zuerst von Grassmann**) ausgesprochene Erzeu- 
gungsart lautet dort: 

Der Durchschnitt dreier einander projektivischen Ebenenbüschel zweiter 
Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung, 

Der Nachweis, dasß die auf diese Art durch Punkte in linearer Weise 
construirte Fläche jene 27 Geraden enthält, welche auf der allgemeinen Ober- 
fläche dritter Ordnung liegen, bietet sich bei dieser Erzeugungsart nicht so 
unmittelbar dar, wie bei den anderen, weil in letzteren meist schon eine Gerade 
als der Oberfläche angehörig in die Definition eingeht; zugleich führt die 
Auffindung der 27 Geraden hier direkt auf jenes anschauliche Arrangement 
dieser Linien, auf welches Schläffli***) zuerst aufmerksam gemacht hat und 
endlich sind die Erzeugungsarten von Steiner wie auch die von F. August****) 
angegebene in der obigen enthalten. Die Auffindung der 27 Geraden auf 
der Oberfläche dritter Ordnung, als Erzeugniss dreier coUiuearen Ebenenbündel 
aufgefasst, ist der Gegenstand dieses Aufsatzes und dürfte aus den angegebenen 
Gründen nicht ohne Interesse sein, obschon die Frage von anderen Gesichts- 
punkten aus sowohl durch rein geometrische Betrachtungen als auch durch 
die analytischen Untersuchungen von Cayley, ScUmon und Clebsch als erledigt 
angesehen werden darf. Aus der obigen Definition ergiebt sich auch eine 



*) Dieses Journal Bd. 53, Seite 133. 

**) Dieses Journal Bd. 49, Seite 64. 

***) The quarterlj Journal vol. U, pag. 116. 

****) Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis. Inaug. Diss. 1862. 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Uc(t 8. 34 
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lineare Construclion der Oberfläche drilter Ordnung durch 19 im Räume be- 
liebig gegebene Punkte, aufweiche ich bei einer anderen Gelegenheit zurück- 
zukommen gedenke. 



1. Alle durch einen Punkt gehenden Ebenen sollen ein Ebenenbündel 
heissen zur Unterscheidung von Ebenenbüschel ^ welches nur die durch eine 
Gerade gehenden Ebenen enthält. Die Ebenen zweier Ebenenbündel können 
eindeutig auf einander bezogen werden, so dass jeder Ebene des einen Bündels 
eine einzige bestimmte des anderen entspricht und umgekehrt. Diese bekannt« 
Beziehung ( Collinearität) ist die Ausdehnung der projectivischen Beziehung 
auf Gebilde von doppelt unendlicher Mächtigkeit und kann nach Seidewits^*) 
folgendermaassen hergestellt werden : Sei M der Mittelpunkt des einen, M' der 
des anderen Bündels, seien durch M zwei beliebige Ebenen a, b angenommen 
und durch üf' zwei beliebige Ebenen a\ b\ ferner in der Ebene a ein ge- 
wöhnliches Strahlbüschel mit dem Mittelpunkt M, in der Ebene a' aber ein 
mit diesem projectivisches Strahlbüschel um den Mittelpunkt M\ in gleicher 
Weise in b ein beliebiges Strahlbüschel um M und in 6' ein projectivisches 
Strahlbüschel um M^; endlich sei noch bei dieser zwiefachen sonst willkürlich 
festgestellten projectivischen Beziehung die eine Bedingung erfüllt, dass der 
als Schnittlinie der Ebenen a^ b in beiden Strahlbüscheln auftretende Strahl 
zu seinem entsprechenden für beide Beziehungen denselben als Schnittlinie 
von a!V auftretenden Strahl habe; alsdann ist die coUineare Beziehung der 
beiden Ebenenbündel M und M' vollständig bestimmt, denn irgend eine durch 
M gelegte Ebene x schneidet die Ebenen a und b längs zwei Strahlen, deren 
entsprechende in den Ebenen aV die entsprechende Ebene x' bestimmen. 

Es ergiebt sich hieraus unmittelbar, dass irgend vier als entsprechend 
willkürlich festgesetzte Paare von Ebenen (von denen sich nicht je drei in 
derselben Geraden schneiden) zur Bestimmung der collinearen Beziehung 
beider Bündel ausreichen und erforderlich sind, dass aus ihnen zu jeder fünften 
Ebene des einen Bündels die entsprechende des anderen auf lineare Weise zu 
construiren ist, dass, wenn die Ebene x ein gewöhnliches Ebenenbüschel be- 
schreibt, die entsprechende x' ein projectivisches Ebenenbüschel beschreibt 



*) F. Seidewitz, Darstellung^ der geometrischen Verwandtschaften mittelst projec- 
tivischer Gebilde, Grunerts Archiv für Math. u. Phys. Bd. VII, Seite 113 und Bd.VIII, 
Seite 1 ff. 



Schröter, über die 27 Geraden der Flächen dritter Ordnung. 267 

u. s. f., wie dies denn aus der collinearen Beziehung überhaupt hinlänglich 
bekannt ist *) . Gleichzeitig stecken in den beiden collinearen Ebenenbündeln 
zwei coUineare Strahlenbflndel (Raumbüschel), denn jedem durch M gehenden 
Strahle, als Schnittlinie zweier beliebigen Ebenen aufgefasst, entspricht ein 
bestimmter durch M' gehender Strahl des anderen Bändels, die Schnittlinie der 
beiden jenen entsprechenden Ebenen, und es treten also bei dieser collinearen 
Beziehung die beiden Gebilde eines Strahlenbündels und Ebenenbündels gleich- 
zeitig auf. Fügt man ihnen noch die nach dem Prinzip der Polarität zuge- 
hörigen beiden Gebilde doppelter Unendlichkeit hinzu: Die Ebene erfüllt 
einerseits mit Punkten, andererseits mit Geraden, und überträgt auch auf sie das 
oben angedeutete Prinzip der eindeutigen Beziehung der Elemente verschiedener 
Gebilde auf einander, so hat man die Grundelemente für die Untersuchung 
räumlicher Gestalten von grosser Mannigfaltigkeit und eine reiche Quelle zur 
Aufßndung geometrischer Wahrheiten, welche zuerst aufgedeckt zu haben 
Steiners Verdienst ist. Wir beschränken uns hier auf die Oberfläche dritter 
Ordnung. 

2. Drei beliebig im Räume liegende colUneare Ebenenbündel erzeugen 
eine allgemeine Oberfläche dritter Ordnung ^ d. h. der Ort des Schnittpunktes 
dreier entsprechenden Ebenen der drei Bündel ist diese Oberfläche dritter 
Ordnung; sie geht, wie ersichtlich ist, selbst durch die Mittelpunkte der Bündel 
hindurch. Um den Grad der Oberfläche zu ermitteln, wollen wir die Durch- 
schnittscurve des eben definirten Ortes mit einer beliebigen Transversalebene 
aufsuchen und zeigen, dass dies eine allgemeine Curve dritten Grades ist. 
Enthält nämlich die Transversalebene E einen Punkt des Ortes, so müssen 
drei entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel die Ebene E längs 
dreier Geraden schneiden, welche in diesen Punkt zusammenlaufen. Ziehen 
wir nun durch den Mittelpunkt M^ des ersten Bündels einen beliebigen Strahl 
«1, so entspricht demselben ein bestimmter Strahl s^ des zweiten Bündels M^ 
und ein bestimmter Strahl s^ des dritten Bündels ifj; mögen Si 82 «3 der Ebene E 
in pi P2 pi begegnen. Drehen wir um «1 eine Ebene, so drehen sich die ent- 
sprechenden Ebenen in den beiden anderen Bündeln um s^ und «3 und be- 
schreiben mit dem ersteren projectivische Ebenenbüschel, ihre Durchschnitte 
also projectivische Strahlbüschel ; die beiden Strahlbüschel um p^ und p^ haben 



*) Vergl. Möbius barycentrischer Kalkül Seite 301 fF. und Magnus Sammlung 
von Aufgaben und Lehrsätzen aus der* analytischen Geometrie IP®' Theil Seite 31 ff. 

34» 
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als Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen einen Kegelschnitt K 
und die Strahlbflschel um pi und p^ erzeugen in gleicher Weise einen Kegel- 
schnitt Ä'V diese beiden Kegelschnitte K und K'^ welche den Punkt pi gemein 
haben, schneiden sich ausserdem im Allgemeinen noch in drei Punkten, die 
der Construction zufolge die Eigenschaft besitzen müssen, dass durch jeden 
derselben drei entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel gehen; es 
sind also Punkte des gesuchten Ortes, die in der Ebene E liegen. Von jedem 
der beiden Kegelschnitte K und K' lassen sich ausserdem drei Punkte angeben, 
die von Wichtigkeit sind; die beiden collinearen Bündel M^ und M2 als 
Strahlenbündel aufgefasst treifen nämlich die doppelt gedachte Transversal- 
ebene E in zwei auf einander liegenden collinearen Punktgebilden, die im 
Allgemeinen drei Doppelpunkte P Q R besitzen d. h. drei solche Punkte., 
in deren jedem zwei entsprechende Punkte der beiden collinearen Ebenen 
vereinigt sind*). Es ist klar, dass der Kegelschnitt K durch die Punkte F, 
Qy R hindurchgehen muss, weil {M^piP) und {M2P2P) entsprechende Ebenen 
sind u. s. f. Ebenso treffen die collinearen Bündel M^ und M^ die doppelt 
gedachte Ebene E in zwei collinearen auf einander liegenden ebenen Punkt- 
gebilden, welche drei Doppelpunkte P'Q'R' besitzen, und der Kegelschnitt K' 
muss durch dieselben hindurchgehen. Denken wir uns jetzt den Strahl Si in 
einer beliebigen aber festen durch Mi gehenden Ebene Ei um den Mittelpunkt 
Ml gedreht, dann wird der Strahl «2 sich in der entsprechenden durch Jlf» 
gehenden Ebene E2 um Mn drehen, und ebenso s^ in der entsprechenden 
Ebene £3 um M^ herumbewegen, und alle drei werden projeclivische Strahl- 
büschel beschreiben; werde die Transversalebene £ von den drei entsprechenden 
Ebenen Ei Eo E^ längs dreier Geraden l^ k h geschnitten, dann geht offenbar 
der Kegelschnitt K durch den Schnittpunkt S von l^ und h und ebenso /f' 
durch den Schnittpunkt S' von /| und l^. Mit dem Strahle «1 verändern sich 
nun auch gleichzeitig die beiden Kegelschnitte K und K\ aber der erslere 
läuft beständig durch die vier unveränderlichen Punkte P Q R S und der 
letztere durch P' Q' R' S'; wir erhalten also zwei Kegelschnittbüschel von 
je vier Punkten und es müssen dieselben projectivisch sein, weil die Ver- 
bindungslinie SS' (oder /j) von je zwei zusammengehörigen in derselben Punkt- 
reihe pi getroffen wird. Folglich ist der Ort der Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechenden Kegelschnitte dieser beiden projectivischen Kegelschnittbüschel eine 



*) Siehe Seidetcita a. a. O. 
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allgemeine Curve dritten Grades, welche durch die sechs Punkte P Q R F Q' R' 
(aber nicht durch S und S') hindurchgeht*). Diese allgemeine Curve dritten 
Grades ist also der Ort solcher Punkte der Ebene E^ in welchen sich drei 
entsprechende Ebenen der drei coUinearen Bündel treffen d. h. die Schnittcurve 
der Ebene E mit dem von den drei Bündeln erzeugten räumlichen Orte; 
dieser selbst ist also eine Oberflache dritter Ordnung, w. z. b. w. Es ist 
zugleich für das Folgende von Wichtigkeit, zu wissen, welchen Ort diejenigen 
besonderen Ebenen je eines Bündels umhüllen, deren entsprechende in den 
beiden anderen sie längs den Punkten der eben gefundenen Curve dritten 
Grades in der Transversalebene E schneiden. Um dies zu ermitteln haben 
wir nur die drei übrigen Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte K und K\ 
welche x y z heissen mögen, mit p^ zu verbinden und aufzusuchen, von der 
wievielsten Classe der gesummte Ort der drei Verbindungslinien piX, p^y^ piZ 
wird. Denken wir uns hierzu einen beliebigen Punkt IT der Ebene E mit 
dem veränderlichen Punkte p^ verbunden und suchen den zweiten Schnittpunkt 
dieses Strahls und des Kegelschnitts K auf, so ist der Ort desselben, wie 
leicht zu sehen ist, ein neuer Kegelschnitt ^, welcher durch IT geht; ebenso 
erhalten wir als Ort des Schnittpunktes von ITp^ mit dem Kegelschnitt K' 
einen neuen Kegelschnitt £', welcher gleichfalls durch TT geht. Die beiden 
Kegelschnitte ^ und ^' haben im Allgemeinen noch drei gemeinsame Punkte, 
die mit IT verbunden drei Strahlen von der gewünschten Eigenschaft liefern; 
folglich ist der gesuchte Ort von der dritten Classe. Wir schliessen also 
Folgendes: Von den Schnittpunkten entsprechender Ebenen dreier coUinearen 
Ebenenbündel liegen in einer beliebig gegebenen Transversalebene unendlich 
viele auf einer allgemeinen Curve dritten Grades und diejenigen je drei Ebeneft^ 
welche diese Punkte bestimmen ^ umhüllen in jedem der drei Bündel einen 
Kegel dritter Classe. 

3. Drei entsprechende Ebenen der drei coUinearen Bündel schneiden 
sich immer in einem Punkte, der ihrem Erzeugnisse, der Oberfläche dritter 
Ordnung, angehört; es kann aber insbesondere vorkommen, dass sie sich in 
derselben Geraden schneiden, in welchem Falle diese ganz der Oberfläche 
angehören muss. Um zu untersuchen, wie oft dies vorkommt, denken wir 
uns zwei verchiedene Transversalebenen E und E' beliebig angenommen, dann 



*) Siehe Chasles, Comptes rendus de rAcaddmie des sciences^ tome XXXVII, 
16 aoüt 1853. 



270 Schröter, über die 27 Geraden der Flächen dritter Ordnung. 

inüsste ein solches besonderes Tripel von entsprechenden Ebenen einen Schnitt^ 
punkt sowohl in E als auch in E' haben und umgekehrt. Nun umhüllen 
nach 2. diejenigen Ebenen des ersten Bändels, welche Punkte der Ebene E 
liefern, einen Kegel dritter Classe und ebenso diejenigen Ebenen des ersten 
Bündels, welche Punkte der Ebene jB' liefern. Diese beiden Kegel mit dem- 
selben Mittelpunkte M^ haben im Allgemeinen neun gemeinschaftliche Be- 
rührungsebenen, von denen drei sofort anzugeben sind. In die Schnittlinie 
von E und E' fällt nämlich dreimal ein Schnittpunkt dreier entsprechenden 
Ebenen hinein und dieser liegt dann zwar in beiden Transversalebenen , ist 
aber derselbe. Die übrigen sechs gemeinschaftlichen Berührungsebenen müssen 
dagegen solche Ebenen des ersten Bündels sein, dass jede mit ihren beiden 
entsprechenden im zweiten und dritten Bündel durch dieselbe Gerade geht. 
Wir schliessen also: Bei drei beliebig gegebenen collinearen Ebenenbündeln 
kommt es im Allgemeinen sechs Mal vor^ dass drei entsprechende Ebenen sich 
in derselben Geraden schneiden. 

4. Die sechs geraden Linien, welche wir als vollständig der Ober- 
fläche dritter Ordnung angehörig gefunden haben, geben zu neuen Geraden 
Veranlassung, die ebenfalls gänzlich auf der Oberfläche liegen. Jene ursprüng- 
lichen sechs Geraden sind aber selbst gewissen Bedingungen unterworfen, die 
sich unmittelbar herauss|ellen. Es ist einleuchtend, dass sich im Allgemeinen 
keine zwei von ihnen treffen werden, denn sonst müssten sich drei ent- 
sprechende Strahlen der drei collinearen Bündel in einem Punkte treffen; 
dies würde aber eine Bedingung für die drei ganz willkürlich gegebenen col* 
linearen Bündel sein, die nicht angenommen ist. Es können auch keine vier 
von jenen sechs Geraden die Generatrices derselben Art eines Hyperboloids 
sein, d. h. von drei Geraden gleichzeitig getroffen werden, denn sonst würde 
die ganze Schaär von Geraden, welche jene vier schnitten, der Oberfläche 
dritter Ordnung angehören müssen, diese würden also zerfallen in ein Hyper- 
boloid und eine Ebene. Dagegen werden vier beliebige Gerade im Räume, 
von denen keine zwei sich begegnen und die auch nicht auf einem Hyper- 
boloid liegen, bekanntlich immer im Allgemeinen von zwei bestimmten Geraden 
gleichzeitig getroffen, die auf bekannte Weise zu construiren sind; solche 
Gerade müssen der Oberfläche dritter Ordnung ganz angehören, weil sie vier 
Punkte mit ihr gemein haben. 

Mögen die sechs ursprünglichen Geraden mit 

a b c d e f 



N 
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und die Fläche dritten Grades zur Abkürzung mit F^^^ bezeichnet werden; 
nehmen wir dann irgend vier a b c d von ihnen und construiren die beiden 
Geraden a und ßy welche ihnen gleichzeitig begegnen, so wird das durch 
die drei Geraden a b c bestimmte Hyperboloid H^"^^ auch a und ß enthalten 
und also mit F^^^ fünf gerade Linien gemein haben, folglich nothwendig noch 
eine sechste Gerade, die wir mit y bezeichnen wollen, und welche nach dem 
Obigen nicht mit a 6 c zu derselben Schaar Generatrices gehören kann, son- 
dern zu der anderen Schaar gehören, also a b c gleichzeitig schneiden rouss. 
Mehr als diese sechs Geraden a b c a ß y kann aber das Hyperboloid H^^^ 
mit F^^^ nicht gemein haben. Denken wir uns daher die beiden Geraden a! ß* 
construirt, welche a b c e gleichzeitig treffen und endlich noch die beiden 
Geraden a" /3", welche a b c f gleichzeitig treffen, so müssen diese vier 
Geraden a' ß* a" ß*'^ weil sie nothwendig sowohl dem Hyperboloid H^"^^ wie 
der Fläche F^^^ angehören, in irgend einer Weise mit den dreien gl ß y 
coincidiren. Von den beiden Geraden cf' ß' muss hiernach mindestens eine 
mit a oder ß coincidiren, denn fielen sie selbst zusammen und coincidirten 
mit y, so hätten H^'^^ und F^^^ diese doppelte Gerade und ausserdem noch fünf 
Gerade gemein, was unmöglich ist. Wir können also annehmen, dass a' mit 
a zusammenfällt, d. h. mindestens eine der beiden Geraden, welche a b c d 
treffen, muss auch e treffen und da wir vier ganz beliebige aus den anfäng- 
"^ liehen sechs Geraden herausgenommen haben, so gilt dies für jede vier; es 
stellt sich also folgende Bedingung, welcher die sechs anfänglichen Geraden 
unterworfen sind, heraus: Die sechs Geraden a b c d e f liegen derart, dass 
eine von solchen zwei Geraden, welche irgend vier von jenen treffen, zu- 
gleich einer der beiden übrigen begegnet. Wir können aber weiter einsehen, 
dass nicht gleichzeitig o' mit a und ß* mit ß coincidiren kann, dass also (f 
mit Y zusammenfallen muss; denn fielen a* und oty ß^ und ß zusammen^ so 
müsste von den beiden letzten Geraden a" ß" eine, etwa a", mit y und die 
andere /9" mit a oder ß zusammenfallen, d. h. die Geraden ol ß y träfen in 
folgender Weise die anfänglichen sechs Geraden 

a ... a b c d e 

ß ... a b c d e f 

Y ... a b c f. 
Dies ist aber unmöglich, denn das durch die drei Geraden a b c bestimmte 
Hyperboloid H^^^ begegnet nothwendig ausserdem der Fläche F^^^ in drei un- 
veränderlichen Geraden a ß y; dieselben drei Geraden müssten also auch 
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resiiltiren, wenn f mit d verlauscht würde oder überhaupt irgend eine Ver- 
tauscbung der Geraden d e f einträte^ d, h. a ß y müssten auch in irgend 
einer Reihenfolge derart den anfanglichen sechs Geraden begegnen 

eine a b c e f 

die andere a b c d e f 
die dritte a b c d. 
Bei der Identificirung dieses Arrangements mit dem vorigen würde aber 
immer folgen, dass vier von den Geraden a b c d e f durch dieselben drei 
OL ß Y gelrolTen werden, was gegen die Annahme ist. Es bleibt also nur 
noch übrig, dass a! mit a coincidirt, ß' dagegen mit y und ebenso von den 
beiden letzten a" und ß*' eine, etwa /?", mit y und die andere a" mit a oder 
ß: ersteres, dass nfimlich a" mit a coincidirt, kann wiederum nicht der Fall 
sein^ denn sonst hätten wir ein Arrangement, wie folgt 

a träfe a b c d e f 
ß - a b c d 
Y - a b c e fy 
was nicht möglich ist aus dem vorhin angegebenen Grunde; es muss also a* 
mit «, ß' mit y^ a" mit ß und /9" mit y zusammenfallen, d. h. 

a trifft a b c d € 
ß - a b c d f 
Y - a b c e fy also: 
Die sechs Geraden a b c d e f liegen nothwendig so, dass, wenn irgend eier 
ron ihnen herausgenommen werden^ die eine derjenigen beiden Geraden, welche 
diesen eieren gleichzeitig begegnen, zugleich einer der beiden übrig gebliebenen 
und die andere der anderen begegnen muss oder so, dass irgend fünf eon den 
Geraden a b c d e f eon einer und nur einer einzigen getroffen werden. 

5. Da sich die sechs anfanglichen Geraden nur auf sechs Arten zu 
je fünf combiniren lassen, so erhalten wir also nur sechs neue Gerade, von denen 
drei die obigen a ß y waren. Wir bezeichnen jetzt diese sechs neuen Geraden 
der Fläche F^^^ durch «i bi Ci di Cg /i und zwar so, dass 
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woraus denn zugleich ein reciprokes Verhalten hervorgeht, dass nfimlich 

a trifft 6| Ci di e^ fi 

b - «1 Cji rfi Bi fi 

c - «1 6i rfi ßi fi 

d - öl 6i Cj Cji /i 

e - «1 6i Ci rfi /; 

f - «1 6i Ci rf| ei. 
Aus diesen 12 Geraden ergeben sich nun sofort die fünfzehn äbrigen, denn 
die beiden Ebenen 

(ö bi) und {b fli) 
schneiden sich in einer Geraden g^^ welche ganz der Fläche F^^^ angehören 
muss, weil sie gleichzeitig den vier Geraden a b Oi bi begegnet; es kommen 

also zu den früheren 12 noch -j^ = 15 neue Gerade gn,; zusammen giebt 

es also 27 Gerade auf der Oberfläche dritter Ordnung, 

Die letzteren fünfzehn Geraden liegen mit den ersteren zwölf in 
2.15 = 30 solchen Ebenen Jy deren jede drei der Oberfläche angehörige 
Gerade enthält, nämlich in einer Ebene liegen immer 
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Dass aus der Gruppe der 12 Geraden a b . . .f, Oi 6i . . . /i sich keine neuen 
Geraden herleiten lassen, welche ganz der Oberfläche F^'^ angehören könnten, 
ist ersichtlich; die fünfzehn Geraden gik sind aber selbst Bedingungen unter- 

Joarnal fQr Mathematik Bd. LXU. Heft 3. 35 



274 



Schröter, über die 27 Geraden der Flächen dritter Ordnung. 



worfen, aus denen hervorgeht, dass auch sie auf keine weiteren Geraden 
führen können, so dass dann erwiesen ist, dass die Fläche F^^^ im Allgemeinen 
nur jene 27 Geraden haben kann. 

Nehmen wir nfimlich zwei Ebenen, z. B. 

a bi gn und c rf| g^^ 
aus dem obigen Schema (I) heraus, so wird ihre Schnittlinie der Flache F^^^ 
im Allgemeinen in drei Punkten begegnen, von denen zwei offenbar der 
Schnittpunkt von a dt und der Schnittpunkt von bi c sind ; der dritte Schnitt- 
punkt muss daher sowohl in ^^ als auch in g^^ liegen, d. h. die beiden Geraden 
gi2 und ^34 müssen sich schneiden und im Allgemeinen müssen immer gii, und 
ffi.t' in einer Ebene liegen, sobald ik, i'k von einander verschieden sind. Dass 
die Schnittlinie der betrachteten beiden Ebenen nicht ganz auf der Oberfläche 
F^^^ liegen kann, ist kaum zu erwähnen nöthig, weil sonst eine Ebene mit 
der Fläche P^^^ vier gerade Linien gemein hätte, was unmöglich ist. 

Da gn und g^^ in einer Ebene liegen, so muss diese der Fläche F^^^ 
nothwendig noch in einer dritten geraden Linie begegnen, die leicht anzugeben 
ist, nämlich g^*^ denn letztere schneidet nach dem Vorigen sowohl g^ wie ^34, 
liegt folglich mit diesen beiden sich selbst schneidenden Geraden in einer 
Ebene, und im Allgemeinen liegen immer drei Gerade gu, gi,,^ giui», in der- 
selben Ebene, bei welchen ik, ik'y i"k" von einander verschieden sind. Hieraus 
ergeben sich 15 neue Ebenen J, in welche sich die Geraden gu folgender- 
maassen vertheilen: 
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9*6 


9is 


92* 


9x 


9is 


920 


9m 


9ie 


9^ 


9^ 


^16 


9n 


fl^ 


9» 


9n 


»34. 
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Es giebt also, wenn wir die frfiheren 30 Ebenen hinzurechnen, kn Ganzen 
30+15 = 45 solche Ebenen J, deren jede drei f)on den 27 Geraden enthält. 
Aus diesen Beziehungen der Geraden gn, unter einander oder mit den an- 
fänglichen 12 Geraden geht hervor, dass sich keine anderen Geraden weiter 
auf der Fläche F^^^ ziehen lassen. 

6. Wählen wir von den eben erhaltenen 45 Ebenen J zwei aus, 
welche sich nicht in einer der 27 Geraden schneiden, z. B. 

Qn 9y^ 9^ 

9^ 9^s 9i^^ 
so liegen die so unter einander gestellten Geraden selbst paarweise in einer 
Ebene, welche der Fläche F^^^ in je einer dritten Geraden begegnet; diese 
hinzugefügt erhalten wir folgendes Schema 



9n 


9u 


9s& 


946 


97A 


9i^ 


9^ 


9l6 


924^ 



bei welchem immer drei in einer Horizontal- und gleichzeitig drei in einer 
Vertical- Reihe stehende Gerade in je einer Ebene liegen; die drei ersten 
Ebenen sind die Flächen eines Si/einerschen Trieders und die drei anderen des 
conjugirten Trieders ; die 9 Geraden, in welchen die Flächen der beiden con- 
jugirten Trieder einander schneiden, gehören sämmtlich der Fläche F^^ an. 
Man kann ein solches Triederpaar auch aus dem Schema (I.) bilden und zwar 
in zweifacher Weise, wofür folgende Beispiele Prototypen sind: 



1) 



a 


b, 


9l2 


Ci 


d 


9n 


9ii 


924 


956 



2) 



a 


b. 


9n 


Ci 


9a 


h 


9a 


c 


O, 



Fragen wir, wie viel Triederpaare sich überhaupt bilden lassen, so ergiebt 
sich zunächst aus dem Schema (I.) der 30 Ebenen J nach dem Modell 1), 
dass wir so viel demselben analoge bilden können, als sich sechs Elemente 

zu je vier combiniren lassen, also . ' '3'^ =15, und aus jeder solchen Ver- 

35» 
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bindung von je vier Elementen immer 12 Triederpaare hervorgeben, z. B. 
aus a b c d abi abi aci aci adi adi 

Cid diC bid dib biC Cib 

aib üib OiC üiC Oid a^d 

cdi d Ol bdi dbi bc^ c bi^ 

wo die zugebörigen ^/^ der neun, das Triederpaar constituirenden Terme 
leicbt zu erganzen sind. Von diesen 15.12=180 Triederpaaren sind aber 
die Hälfte fortzulassen, weil immer zwei auftreten, die nur dadurch verschieden 
sind, dass Horizontal- und Verticalreiben mit einander vertauscht sind, wobei 
natürlich das Triederpaar dasselbe ist, z. B. 

a bi und a Ci 

Ci d bi d. 

Zu diesen 90 Triederpaaren kommen nun diejenigen, welche aus dem Modell 2) 

hervorgehen, und deren es offenbar so viel giebt, als sich sechs Elemente zu 

6.5.4 
je drei combiniren lassen, d. h. . ' ' =20; endlich noch diejenigen, welche 

sich aus der Gruppe (II.) der 15 Ebenen J bilden lassen. Hier ist jede 
Ebene nur mit 8 anderen so zu verbinden, dass sich diese beiden nicht in 

einer der 27 Geraden schneiden , und dies giebt — ^ = 60 Combinationen, 

welche auf Triederpaare führen; hiervon ist aber nur der sechste Theü zu 
nehmen, weil sich sowohl Horizontal- und Verlical-Reihen mit einander ver- 
tauschen lassen, als auch jede dieser drei Reihen auf drei Arten zu je zweien 
mit einander verbunden werden können; wir erhalten mithin nur 10 neue 
Triederpaare, die aus je neun g^ zu bilden sind und hiernach im Ganzen 
90+20+10 = 120 Triederpaare. Verschiedene Ebenen aus den Gruppen (I.) 
und (II.) mit einander in Verbindung gebracht, fähren natürlich wieder zu 
Triedern, die zu den ersten 90 gehören. 

7. Aus sämmtlichen 27 Geraden der Fläche F^^^ lassen sich noch 
auf mehrfache Weise solche 6 Paare auswählen, wie diejenigen waren, auf 
welche wir zuerst geführt wurden, nämlich: 

ia b c d e f 
(«1 Ol Ol dl ei /i, 
wo zwei untereinander stehende sich nicht schneiden, dagegen jede der einen Reihe 
die fünf anderen mit Ausnahme der mit ihr in derselben Colonne stehenden triflFt. 

In der That ergiebt sich aus der Anschauung der obigen Beziehungen 
zwischen den 27 Geraden, dass die 12 Geraden 
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rn 1 i^ ^* ^^^ ^^* ^^* ^^® 

* 6i 5^13 9i* 9i6 9i6 

eine ganz ahnliche Gruppe von 12 Geraden bilden wie die anfängliche; 

6 5 
derartiger Gruppen giebt es offenbar -^-^=15; ferner erhalten wir noch ein 

drittes System von 12 Geraden in folgender Weise: 

(III.) I" * " ^«^«'^^ 

'5^23 9 13 9ii ^i ^1 A^ 

6 5 4 
und solcher Gruppen giebt es ^r^-^ = 2ü, mithin im Ganzen 1+15 + 20=36 

Gruppen von solchen 12 Geraden, wie die anfänglichen ab ... f, «i Äi-A- 
Dass es aber nicht mehr derartiger Gruppen geben kann, ist leicht erkennbar. 

Hieraus geht hervor, wie viel Hyperboloide H^^^ es im Allgemeinen 
giebt, welche der Oberfläche F^^^ in je 6 Geraden begegnen; denn nehmen 
wir bei einer beliebigen der erhaltenen 36 Gruppen aus der ersten Reihe drei 
Gerade heraus, so muss das durch dieselben gelegte Hyperboloid H^"^^ die 
drei anderen Geraden der zweiten Reihe, welche nicht unter ihnen stehen, mit 

der Fläche F^^^ gemein haben, und da sich 6 Elemente zu je dreien auf 

6 5 4 

.' Q = 20 Arten combiniren lassen, so müsste es 20 . 36 = 720 Hyperboloide 

H^^ geben, deren jedes der Fläche F^^^ in 6 Geraden begegnet; diese treten 
aber doppelt auf, so dass es nur 360 wirklich von einander verschiedene 
Hyperboloide H^^^ giebt. Hiervon überzeugt man sich leicht aus der An- 
schauung der 3 Schemata (I.), (H.), (HL), ohne nöthig zu haben, dieselben 
vollständig auszuführen, denn es lassen sich immer aus den ersten Reihen 
jener drei Schemata je drei das Hyperboloid H^'^^ bestimmende Geueratrices der- 
selben Art, wie sie auch immer gewählt seien, entweder in demselben Schema 
noch einmal oder in einem der anderen Schemata wiederfinden, nämlich 

a 6 c in (I.) und (IH.) 

a Ol ^23 in (H.) und (H.) 

ö 5^23 92A in (H.) und (IH.) 

a b gsfi in (HI.) und (HI.) 

5^56 9^ 9*s in (IH.) und (HL). 
In eine dieser 5 Kategorien ist aber jedes Hyperboloid H^'^\ wie die Geuera- 
trices auch immer ausgewählt seien, welche es bestimmen, unterzubringen; es 
kommt daher jedes doppelt vor und die Anzahl der von einander wirklich 
verschiedenen beträgt 360. 
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8. Aus den beiden Gruppen (I.) und (IL) in n°. 5, worin die 27 
Geraden in 30 und 15 Ebenen vertheilt sind, geht hervor, dass jede dieser 
Geraden von 10 anderen getroffen wird, z. B. 

a von 6i C| rf, e^ /i gr^ g^ gi^ g^^ g^^ 
und 

gfi2 von a a^ b bi g^ g^s g^ g^s g^o fl^se, 
aber von weiter keiner; diese 10 Schnittpunkte rühren von 5 Paaren Gerader 
her, deren jedes in einer Ebene enthalten ist und die als 5 Paare aufgefassten 
Schnittpunkte bilden ein Punktsystem (Involution) wie aus folgender Betrach- 
tung hervorgeht. 
Ein durch r f g^ gelegtes Hyperboloid H^^^ begegnet der Fläche F^^^ in 
»I bi jfMi*, ein H\*perboloid H^^^, gelegt durch die Geraden 
^ f 9iy^ begegnet der Fläche F^^^ in den Geraden 
«I <*i 9»- ond ein Hyperboloid If^^\ durch die Geraden 
<* f ^M gelegte begegnet der Fläche F^^^ in 

Diese drei Hyperboloide haben vier Generatrices gemein e f a^ g^ und 
»chneiden die Fläche F^^^ ausserdem in den Linienpaaren 6i g^, c^ g^^ ^i ^h^ 
welche selbst der Geraden a in drei Punktenpaaren begegnen. Ausserdem 
irehen durch die vier Geraden e f Oi gsß swei Ebenenpaare, nämlich einmal 
i*eai und fg^^ und iweilens eg» und /"a^ und das erste Ebenenpaar begegnet 
der Geraden a in deiyenigen beiden Punkten, in welchen sie von d und g^s 
tfelniOen wird« da» andere Ebenenpaar aber in denjenigen beiden Punkten, in 
welchen sie von /i und g^^ getroffen wird; betrachten wir die beiden Ebenen- 
paan^ als beMUiden^ Flächen sweilen Grades, so haben wir durch die vier 
Geraden r / 4i| g^^i (bt^sonderer Fall einer Raumcurve vierten Grades) fünf 
FlAchen aweiteu Grades« welche bekanntlich einer Geraden (a) in fünf Punkten- 
\mm^\\ eines Punktsystems begegnen; folglich bilden die fünf Paar Schnitt" 
f^HHktr^^ m rWi**r# eine Jtile der 27 Geruden eo» fünf Paaren der übrigen, 
die tmmei' fkm$tu'ehe in einet Ebene liegen^ getroffen werden, ein Punktsystem. 
hl iraiia ähnlicher Weise« wie hier der Beweis für die Gerade a gefQhrt ist, 
IAmüI er sieh auch Ittr eine der Geraden gst fahren, worauf einzugehen un- 
naihitf (sl Durch die vier Geraden e f ßi gse^ welche ein schiefes Viereek 
hihleiu ir^hea ausser den beiden Ebenenpaaren und den drei angeführten Hyper- 
hululden li^*^ noch eine unendliche Zahl anderer Hyperboloide h^^\ die ein 
einhiohes FlächeubQschel bilden. Jedes Hyperboloid dieses Büschels begegnet 
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der Geraden a in zwei Punkten p, 7t eines Punktsystems, welches schon 
durch die beiden Ebenenpaare fixirt wird; ein solches Hyperboloid ä^^^ kann 
aber mit der Fläche F^^^ im Allgemeinen nur noch einen Kegelschnitt C^'^ 
gemein haben, welcher daher durch die Punkte p, n hindurchgehen,' folglich 
mit der Geraden a in derselben Ebene liegen muss. Die Ebenen aller Kegel- 
schnitte C^^^ bilden also ein Ebenenbüschel B{a). Wir schliessen hieraus um- 
gekehrt: Alle Ebenen durch eine der 27 Geraden gelegt ^ schneiden die Fläche 
F^^^ längs Kegelschnitten C^^\ welche selbst tcieder der ersten Geraden in 
PunktenpcMren eines Punktsystems begegnen. Insbesondere zerfällt der Kegel- 
schnitt C^^\ wie wir gesehen haben, fünfmal in Linienpaare, die 5 Punkten- 
paare jenes Punktsystems auf der Geraden fixiren. Das Ebenenbfischel B{a) 
steht mit dem Flächenbüschel B{h^^^) in projectivischer Beziehung, denn es 
gehört sowohl zu jedem Hyperboloid A^'^ eine einzige und bestimmte Ebene 
des Ebenenbüschels als auch umgekehrt zu jeder Ebene des Ebenenbüschels 
ein einziges und bestimmtes Hyperboloid h^^^; letzteres folgt nämlich daraus, 
dass eine durch a gelegte Ebene der Fläche F^^^ noch in einem bestimmten 
Kegelschnitte C^^^ begegnet, welcher die Gerade a selbst in einem bestimmten 
Punktenpaare p^ n des obigen Punktsystems trifft ; durch dies Punktenpaar und 
die vier Geraden e f a^ g^ ist aber nur ein einziges Hyperboloid ä^-^ möglich, 
welches eben das der Ebene entsprechende ist ; da diese Beziehung eine beider- 
seitig eindeutige ist, so muss sie bekanntlich projectivisch sein. 

Hieraus geht ein besonderer Fall der von Steiner (a. a. 0. H) ange- 
gebenen Entstehungsart der Oberfläche dritter Ordnung hervor mittelst eines 
Ebenenbüschels und eines mit ihm projectivischen Büschels von Flächen 
zweiter Ordnung, welche durch dieselbe Raumcurve J?^*^ hindurchgehen, indem 
nämlich an Stelle dieser Raumcurve R^^^ die Seiten eines schiefen Vierecks 
treten und das Flächenbüschel aus sämmtlichen durch dasselbe gehenden 
Hyperboloiden besteht. Dieser Besonderheit wegen wird die Construction der 
Oberfläche dritter Ordnung von elementarer Einfachheit und lässt sich so 
.aussprechen: Durch zwei einander nicht schneidende Gerade a b und zwei 
andere einander ebenfalls nicht schneidende Gerade a ß, die aber jede der 
beiden ersten treffen^ durch eine fünfte Gerade c, welche keiner der eier be- 
gegnet, und drei beliebige Punkte im Räume ist eine Oberfläche dritter Ordnung 
f>ollständig bestimmt und kann folgendermaassen construirt werden: Man lege 
durch abaß und je einen der drei gegebenen Punkte drei Hyperboloide 
und lasse sie den drei Ebenen, welche durch c und dieselben drei Punkte 



280 Schröter, über die 27 Geraden der FkuAem dritter Ordmmg, 

geben, projectivisch entsprechen; dorch diese drei entsprechenden Paare isl 
die projectivische Beziehung des Ebenenbüschels nnd Hyperboloidenbüschels 
vollständig bestimmt; jede yierte durch c gelegte Ebene wird das bestimmte 
ihr entsprechende Hyperboloid längs eines Kegelschnittes schneiden, dessen 
gesammter Ort die Oberfläche dritter Ordnung ist. Oder auch: Durch das 
Hyperboloidenbüschel {abaß) ist auf der Geraden c ein bestimmtes Punkt- 
system p. nr gegeben; man lege durch c ein Elbenenbüschel, welches mit dem 
Punktsystem p, n in projectivische Beziehung gesetzt wird durch drei Paar als 
entsprechend festgesetzte Elemente; das durch ein Punktenpaar p^ ji gelegte 
Hyperboloid des Flächenbüschels {abaß) und die entsprechende Ebene des 
Ebenenbüschels schneiden sich längs einem Kegelschnitte, dessen gesammter 
Ort die Oberfläche dritter Ordnung ist. 

Diese Construction kommt gleichzeitig mit der von F. August a. a. 0. 
gegebenen Definition der Oberfläche dritter Ordnung überein; denn jedes 
Hyperboloid unseres Flächenbfischels lässt sich als das Erzeugniss zweier pro- 
jectivischen Ebenenbüschel auffassen, deren Axen a und b sind; einer be- 
stimmten durch c gehenden Ebene entsprechen also zwei bestimmte projectivische 
Ebenenbüschel, deren Axen a und b sind (a. a. 0. § 4) und bewegen wir die 
Ebene um die dritte Axe c herum, so lassen sich a 6 c als die Axen dreier 
sogenannter ^doppelt-projectivischer'' Ebenenbüschel auffassen, wie sie August 
seiner Betrachtung zu Grunde gelegt hat. 

Die Oberfläche dritter Ordnung als Erzeugniss dreier coUinearen Ebenen- 
bündel aufgefasst kann unmittelbar durch drei beliebige Punkte (als Mittelpunkte 
der drei Bündel) und tfier beliebige Gereute im Rauine, von denen sich nidit 
zwei begegnen und die auch nicht die vier Generatrices derselben Art eines 
Hyperboloids sind, gelegt werden, weil die coUineare Beziehung zweier Bändel 
durch vier Paar entsprechende Elemente bestimmt ist. Aus derselben Ent- 
stehungsart der Oberfläche dritter Ordnung geht auch ein von Salmon auf- 
gestellter Satz unmittelbar hervor (Nouvelles annales de mathematiques par 
M. M. Gerono et Prouhet H*"* serie, tome H, pag. 24), der einem bekannten 
Satze der Ebene analog ist: 

Wenn die eier Flächen eines Tetraeders durch feste Punkte laufen 
und die drei Kanten einer Seitenfläche auf festen Ebenen sich bewegen, so 
beschreibt die dieser Seitenfläche gegenüberliegende Ecke des Tetraeders eine 
Oberfläche dritten Grades. 

Breslau, den 28'"*" März 1863. 
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lieber eine fundamentale Begründung der 

Invariantentheorie. 

(Von Herrn Aronhold.) 



S^chon im Jahre 1851 hatte ich in einer der philosophischen Facultat 
zu Königsberg fiberreichten Abhandlung die Prinzipien entwickelt, welche die 
Grundlage der hier vorliegenden Invariantentheorie bilden, zu einer Zeit, als 
die gegenwärtige Theorie und Terminologie noch gar nicht vorhanden war. 
Wiewohl nun seitdem auf diesem Gebiete umfangreiche und schätzbare Unter- 
suchungen veröiFentlicht worden sind, auch viele Resultate, in deren Besitz 
ich mich bereits befand, so ist doch auf eine feste Begründung der Theorie im 
Allgemeinen bisher nicht Rficksicht genommen worden. Nur in speciellen 
Fällen sind erschöpfende Darstellungen gegeben, während im Allgemeinen 
bei einer grossen Mannigfaltigkeit von Methoden zur Bildung von Invarianten 
und analogen algebraischen Grössen von einer Definition ausgegangen werden 
muss, welche die allgemeine Existenz derselben unbewiesen lässt. In den 
folgenden Entwickelungen gebe ich eine feste Begrfindung der Theorie, so 
wie die Vereinigung verschiedener scheinbar auseinander gehender Grundge- 
setze zu einem organischen Ganzen. Das Prinzip, welches ich hier benutze, 
muss nothwendig zu solchen Functionen fuhren, welche durch lineare Sub- 
stitutionen unverändert bleiben, und zum Beweise derjenigen Grundeigenschaft, 
welche gewöhnlich als Definition dient. Ich glaube aber hervorheben zu 
mfissen, dass die Anwendung desselben Prinzipes ebenso gut diejenigen Func- 
tionen liefern muss, welche durch Substitutionen höherer Ordnung unverändert 
bleiben, doch geht eine Anwendung desselben in dieser Weise über die hier 
gesteckten Grenzen. In Bezug auf die Terminologie habe ich die von dem 
Herrn Sylvester eingeführten Benennungen Invariante, Covariante und Dis- 
criminante, welche im Laufe der Untersuchung erklärt werden, beibehalten. 
Es war mir jedoch nicht: möglich, den in vorhandenen Arbeiten enthaltenen 
umfangreichen und sehr zerstreuten Stoff zu ordnen und mit der gegenwärtigen 
Darstellung fiberall in Zusammenhang zu bringen, was bei einer vollständigen 
Bearbeitung der Invariantentheorie sehr wfinschenswerth wäre. Indessen lege 
ich einigen Werlh nur darauf, die Theorie im grossen Ganzen auf eine con- 
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sequente Weise entwickelt und auf einige wenige Grundprinzipien zurückge- 
führt zu haben, so dass der Leser, welcher die ausgezeichneten Untersuchungen 
anderer Autoren auf diesem Gebiete, wie der Herren Betti, Boole, Brioschi, 
Cayley, Clebsch, Hermite, Hesse, Salmon, Syheslery etc.^ oder meine eigenen 
Arbeiten in dieser Richtung benutzen will, sich ohne Weiteres zurecht finden wird. 

§. 1. 
Ueber ein allgemeines Transformationsproblem mit linearen Substitutionen. 

Eine bekannte, charakteristische Eigenschaft der homogenen Functionen 
zweiter Ordnung jeder Anzahl von Yariabeln besteht darin, dass sie sich 
durch lineare Substitutionen in specielle Formen transformiren lassen, über deren 
sämmtliche CoefBclenten von vorne hinein verfügt worden ist. Diese Eigen- 
thümlichkeit findet, mit Ausnahme der binären Formen dritter Ordnung, für 
Functionen höherer Ordnung nicht mehr Statt. Man überzeugt sich hiervon 
sehr leicht, wenn man die Anzahl der zur Ausführung der Transformation 
aufzustellenden Gleichungen mit der Anzahl der zu bestimmenden Substitutions- 
Coefficlenten vergleicht. In der That, wenn p die Ordnung der homogenen 
Function, n die Anzahl der Yariabeln bezeichnet, so ist die Anzahl dieser 
Gleichungen, übereinstimmend mit der Anzahl der Coefficienten : 

(1.) {n,p)= >'C» + i)...(n+P-i) ^ 

während die Anzahl der Substitutionscoefficienten n^ beträgt, und es ist nur 
für « = 2, /i = 3, {n, p) = w^ sonst aber 

{n, p) > vi', 
sobald p grösser als 2 ist. 

Es geht hieraus hervor, dass die sogenannten canonischen Formen, 
sobald man den zweiten Grad überschritten hat, immer nur die Theorie einer 
speciellen Klasse von Functionen liefern können, und dass man, um zur Aus- 
führung aller verschiedenen Transformationen durch lineare Substitutionen zu 
gelangen, zunächst die transformirte Form gar nicht specialisiren darf. 

In Bücksicht hierauf entsteht daher das folgende Problem: 

^Es seien 

fAa\ ) ^ \^^'i ^2^ • • • ^h) = -^Ö^/Jy... ^1 ^2 ^3 • • '9 

( P\^i'i il'i ' ' ' Sn) = ^O^aßy,,. Öl ^ & • • • 

zwei beliebige und beide ganz allgemeine homogene Functionen der p^^" Ord- 
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nung, respectwe non den n Variabein Xi bis x^ und Si bis 1.^ man soll die 
Bedingungen zwischen ihren Coefficienten a^ßy^^^ und da^y,,, finden^ unter welchen 
beide Functionen durch lineare Substitutionen in einander transformirt werden 
können,'^ 

Diese Bedingungen werde ich in der Folge die Transformationsre- 
lationen nennen. 

Bezeichnet man die Substitutionen durch 

iXi = Xi Sl + Xi §2-1 t^l in, 

(2.) 

\X^ = X^ Sl + X^ §2 + ''' + ^n §«, 

SO soll die einzige Beschränkung, welcher dieselben unterworfen werden, 
darin bestehen, dass sie von einander unabhängig sind, d. h. dass ihre De- 
terminante 

{^ö.) r = ^xxi X2 '"X„ 

nicht verschwindet. Denkt man sich alsdann die Substitution (2.) in die erste 
der Functionen (1".) eingesetzt, und nimmt au, dass dadurch 

(4.) F(a?i, xa , . . . a?J ^ ^F,ßy^^, ^ if ll . • • 
entsteht, so erhält man zur Ausführung der Transformation die Gleichungen 

(5.) Faßy,.. = ^aßy».^ 

deren Anzahl durch {n^p) unter (1.) gegeben ist. 

Die Functionen F^/?y... sind in Bezug auf die Coefficienten a^ßy^^^ von 
F linear und homogen, und betrachtet man dieselben in den Gleichungen (5.) 
als Unbekannte, so lässt sich leicht zeigen, dass die Determinante dieser 
Gleichungen eine Potenz der Determinante der Substitutionscoefficienten ist. 
Hieraus folgt, dass diese Determinante nicht verschwinden darf, wenn die 
Gleichungen (5.) von einander unabhängig d. h. wenn die Coefficienten beider 
Functionen F und F' ganz allgemein sein sollen. 

Man könnte nun zur Lösung des Problemes gelangen, wenn man aus 
den Gleichungen (5.) die Substitutionscoefficienten eliminirte, allein man flber- 
zeugt sich leicht davon, dass diese Elimination zu verwickelt ist, um auf 
diesem Wege die Transformationsrelationen ableiten zu können. Ich werde 
daher die Gleichungen (5.) in der Folge nur als Beweismittel gebrauchen und 
nicht allein die Transformationsrelationen aus einer anderen Quelle ableiten, 
sondern auch andere Gleichungen zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten 

36» 
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aurstellen und zwar solche, welche die für die Ausführung der Transformation 
wichtige Form haben, dass sie sammtlich die Coefficienten jeder Yerticalreihe 
der Substitution separirt enthalten. 

§. 2. 

Grnndeigenschaften der Transformationsrelationen. 

Wenn man die Gleichungen §.1 (5.) sdmmtlich durch eine derselben 
dividirt, so erhält man ein System von (n^p)—! Gleichungen, welche nur 
noch die {n^—i) Verhältnisse der unbekannten Substitutionscoefficienten ent- 
halten. Dieses folgt aus dem Umstand, dass die Functionen F^y;;^... homogene 
Functionen der p^""" Ordnung in Bezug auf erstere sind. Bezeichnet man daher 
durch scy l^ /j, ... constante Indices, so vertreten bei der Elimination der 
Substitutionscoefficienten die {n,p)—i Gleichungen: 



(1-) 






vollständig die Gleichungen §. 1 (5.). Die rechten Seiten der Gleichungen (1.) 
enthalten aber nur die Verhältnisse der Grössen a^ßy^^^ unter sich und die 
linken Seiten sind Functionen der Verhältnisse ö„yjy... unter sich, weil die 
Functionen F^^^... homogen in Bezug auf letztere sind. Erwägt man daher, dass 
jedes Eliminationsresultat aus algebraischen Gleichungen sich unter der Form 

ß = 
darstellen lässt, wo R eine ganze Function der Constanten ist, so folgt, dctss 
in dem vorliegenden Falle R eine ganze Function der Systeme a^ßy,^, und d^ßy,,, 
werden muss^ welche in Bezug auf jedes System einzeln homogen ist. 

Man kann daher die sämmtlichen Transformationsrelationen in der Form : 

(2.) Ä = F(?+P|(?i + P2(?; + -=0 

darstellen, wo P^ Pi, F29 • . . Terme bedeuten, welche nur Functionen der 
Constanten a„yjy..., Q\ ^1, ^i, ... Terme, welche nur Functionen der Con- 
stanten a'afty,,, sind, und in welchen sämmtliche P, Fj, Fjü •.. homogen und 
von ein und derselben Ordnung in Bezug auf die Constanten aa/9^... und sämmt- 
liche Q'^ Q'i^ 02 9 ••• homogen und von ein und derselben Ordnung in Bezug 
auf die Constanten d„ßy_ sind. 

Man denke sich nun die Gleichung (2.) nach einer der Functionen P 
aufgelöst, so dass aus (2.) z. B. 

(3.) F = 77' 
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folgt, WO der Kürze halber 

gesetzt worden ist, dann bedeutet 77' eine gebrochene rationale Function der 
Grössen a'aßy,,,^ deren Zähler und Nenner in Bezug auf letztere von gleicher 
Ordnung sind, oder kürzer ausgedrückt eine homogene rationale Function der 
O*""* Ordnung in Bezug auf diese Grössen, welche die Eigenschaf t hat von den 
Substitutionscoefficienten unabhängig zu werden^ sobald man für die Argumente 
a'aßy.., ihre Werthe in Functionen der Substitutionscoefficienten und der Grössen 
ö«/9y... substituirt, denn sie wird alsdann wegen (3.) identisch gleich F, welches 
nur noch die Grössen a«/?},... enthält. Oifenbar lassen sich aus den Trans- 
formationsrelationen unendlich viele solcher von den Substitutionscoefficienten 
unabhängigen Functionen 77' der a^ysy... ableiten, es wird aber die Anzahl der 
von einander unabhängigen eine beschränkte sein, da sich rückwärts aus jeder 
Function 11* ein Eliminationsresultat (2.) ableiten lässt. Um dieses einzusehen, 
bemerke man, dass n\ als von den Substitutionscoefficienten unabhängig, un- 
geändert bleiben muss, wenn man irgend eine specielle Substitution anwendet, 
deren Determinante nicht verschwindet, eine solche ist aber die evidente 
Substitution : 

in welcher alle Coeflicienten in der Diagonale^ 1, die anderen sind. Durch 

diese Substitution gehen aber alle 7'^«/?y... §. 1 (5.) in die Coefficienten ««^jy... 

von F über. Bezeichnet man daher durch 11 die Function, in welche 11* 

durch Substitution der a^,ßy,„ für die entsprechenden daßy.., übergeht, so folgt, 

dass der constante Werth P in (3.), welchen 77' annimmt, gleich Tl ist, 

oder dass 

(4.) 77'-77 = 

die entsprechende Transformationsrelation ist. 

Es ist daher unser Problem auf das folgende zurückgeführt: 

Die sämmtlichen von Null verschiedenen Functionen der Constanten d„ßy,,, 

zu finden, welche von den Substitutionscoefficienten unabhängig sind. 

Es ist selbstverständlich, dass auch die Functionen R (2.) selbst, welche 

die linken Seiten der Transformationsrelationen 

fi = 

darstellen, von den Substitutionscoefficienten unabhängig sind, weil sie identisch • 

gleich werden, aber diese Functionen sind auszuschliessen, weil sie mit jedem 



M 



(1.) -^ = 



* 
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beliebigen Factor multiplicirt die angegebene Eigenschaft beibehalten, während 
andererseits aus (3.) und (4.) folgt, dass man sänimtliche Transformations- 
relationen vermittelst der oben definirten von Null verschiedenen Functionen 
fT' darstellen kann. 

§. 3. 

Grundgleichungen 9 welchen alle von den SubstitutionBcoefficienten unabhängigen 

Functionen genügen. 

Wenn eine Function verschiedener Grössen von mehreren derselben 
unabhängig wird, so besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung, 
welche sie erfüllen muss, darin, dass ihre ersten partiellen Ableitungen nach 
den genannten Grössen verschwinden. Es folgt daher, dass die vorliegenden 
Functionen 77' den folgenden n^ Bedingungen 

dn* 

dx\ 

genügen müssen, wenn sie von den n^ SubstitutionscoefGcienten x^^^ (§. 1 (2.)) 
unabhängig sein sollen. Nach Ausführung der in (1.) angezeigten Diffe- 
rentiationen treten die SubstitutionscoefGcienten sowohl explicite in den 
Gleichungen auf, als auch implicite, insofern die Grössen «a/jy... Functionen 
der x^f^ sind. Ich werde nun zeigen, dass sich die Gleichungen (1.) in 
solche verwandeln lassen, welche die SubstitutionscoefGcienten nicht enthalten. 
Da 

^^'^ dx'^^ ^ da'^ß,,,, rf^(v> 

ist, so wäre hierzu erforderlich die Grössen ö^^sy... in Functionen der Sub- 
stitutionscoefficienten wirklich auszudrücken. Diese etwas beschwerliche Rech- 
nung lässt sich auf folgende elegante Weise vermeiden. 
Man bemerke, dass die Glekhung 

(3.) F{xi,X2^ . . . arj = /^'(In ^2, ... f.) 
identisch stattfindet, sobald man links statt der Yariabeln x^ ihre Werthe aus 
den Substitutionsgleichungen in Functionen der St, und rechts statt der 
a„fly^„ ihre Werthe in Functionen der SubstitutionscoefGcienten einsetzt. Diffe- 
rentiirt man daher die Gleichung (3.) unter dieser Voraussetzung nach irgend 

einem der SubstitutionscoefGcienten xi^\ so erhält man 

dF _ « dix^^x^x^...) __ y, dagßy,,, ^ .^ß ^y 
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aber es ist 

dF ^ dF dx, dF dx^ dF dxn __ dF ^ 

dx^^ ~ dx, dx^^^ + dx^ dx^^ +*"+ dxn dx^;^^ ■" dxj^ ^^' 

weil x^^^ nur in x„ vorkommt, daher folgt, wenn man k allmälig die Werthe 
1 bis » beilegt: 

^^ dx, "" ^(e) ^*^2S3..., 



dF _ da 



(4.) ^^ dx, dx[^^ 



r 

, ffll »1 32 »5 • • • 9 



t dF __ ^ dagßy,,, ü^tßtY 



Nun ist wegen (3.) 



dF' _ dF dx, . dF dx^ . , dF dx. 



d^a dx, dl„ ^ dx, d^a ^ ^ dXn d^a 

d^ ^C«') I dF Ca) , , dF (0) 



dx, -^^ • rfa:, ^ ' • dx, ""• ^ 

multiplicirt man daher die Gleichungen (4.) der Reihe nach mit x[''^ bis x[^^ 
und addirt sie, so erhält man 

woraus man n^ Gleichungen ableitet, wenn man allmälig für ^ und a alle 
ganzen Zahlen von 1 bis n setzt. Die Gleichungen (5.) stellen aber identische 
Umformungen dar, d. h. man kann aus denselben ebenso viel Relationen ent- 
nehmen als sich von einander verschiedene Potenzen und Producte ^iflf... 
der p*^" Ordnung auf beiden Seiten befinden, indem man die Coefficienten 
gleicher Potenzen und Producte auf beiden Seiten der Gleichung einander 
gleich setzt. Man kann daher auch statt dieser Potenzen und Producte auf 
beiden Seiten der Gleichungen ganz beliebige Grössen setzen. Es sollen 

nun statt ^^^L-- die Ableitungen von i7' nämlich — 7 nach den ent- 

sprechenden Coefficienten »l/jy... auf beiden Seiten substituirt werden, dann 
entsteht, wenn man das Resultat dieser Substitution auf der linken Seite vor- 
läufig durch 

(6.) D^{n') = s, '**" 



di. 
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bezeichnet : 

oder wegen '2.': 

7 n rr - '"^' ,<'> '"^' J" • ^^' c) 

Man beachte hierbei, das D^^ FT nicht deich D^[n') ist. 

Die Gleichung 7. giebt eine rolisiämdige Umformong der Gleichun- 

dll' 
gen l.\ denn setxt san einerseits — ^ = 0. so entstehen die Gleichungen 

deren Aniahl ebenfaik gleich ar ist« nnd nimmt man an« dass die Gleichungen (8.) 
erfüllt sind« so folgen ans 7. die Gleichungen {!.) oder es mfisste die De- 
terminante der Snbstitationscoeficiettten verschwinden, was gegen die Vor- 
ansselmnr ist. 

Die Gieichnngen S.\ welche jetit znr Definition der Functionen FF' 
gewonnen sind« werden demnach wegen '6.} auf folgende Weise erhalten: 

JHnm biUe äie DiferrmtkUfmotifmlem rom F' mach den Variabeln 

dr dF' dF' 



am/I^IMre «tr mwmHick mH jeder der Variabelm 1^ einzeln, substituire in die 
S0 tmlstthtnden m^ k M t O f e me m FmKÜomem der p*^ Ordnung statt der Potenzen 

imd h' V > 4 m^t ^>j>V .. tlie entsfMreekemden partietten Ableitungen — •, 

MIN« jtr«^ i«< H^mlMt fkiek Snll. 

lYw GMohnng^n ^S.' sind daher lineare partielle Differentialgleichungen 
der er^^^^n Or^lllll^t und auch linear in ihren Coefficienten , indem jede der- 
^^b^^« xon der K^wn 

i?^t, w^^nn iWÄii Ji^ lndice?ii «X^* -^ »nd «i/^i/i • • • »wf eine sofort aus der 
IMmlH^H b^^rwMr^bende und spAter noch nAher anzugebende Weise passend 
\>AbU l>H^ ►'^^rw v^^^ ^w Gleichungen (1.) zeigt, dass sie, wie verlangt 
WM^'il^ w^H d^'H evpUoitv »l<4ienden Substitutionscoefficienten befreit sind. 
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§. 4. 

Ueber die Form der TraDsformatioDsrelatioDeD. 

Es ist hervorzuheben, dass mit der Elimination der Substitutionscoef- 
ficienten aus den partiellen Differentialgleichungen auch die explicite stehenden 
Coefficienten ö„^y... der ursprünglichen homogenen Function F entfernt sind, 
indem in den Gleichungen §. 3 (9.) nur die Coefficienten ««^y... von F' vor- 
kommen. Dieses führt zu einer merkwürdigen Form, welche die Transfor- 
mationsrelationen annehmen können. 

Geht man nämlich von einer derselben §. 2 (2.) 

R = PQ'+PiQ[+P2Q'2+'=0 

aus und entwickelt, wie dort angegeben, aus derselben eine der Functionen: 



^' = -(p^f+p^f+'")^ 



nachdem man jedoch in R die Anzahl der Terme auf die geringstmögliche 
zurückgeführt hat, so dass zwischen den P^ P^ , Pj , ... keine linearen Re- 
lationen mehr stattfinden, dann muss nicht allein IT' den Gleichungen 

Genüge leisten, sondern auch die Coefficienten von Pi^ P^^ . ^ . \vl n\ nämlich 

0' & 

^|-, -^, . . . einzeln genommen, weil die Grössen Pi, P29 ... nur Functio- 
nen der a^ßy,,, sind, * und letztere in den partiellen Diflferentialgleichungen nicht 
vorkommen, also als willkürliche Constanten ihrer Integrale zu betrachten sind. 
Bildet man daher die analogen Functionen 

aus den Coefficienten a„ßy_ von F und bezeichnet irgend eine derselben durch 
77 (was immer durch Fortlassung des Accentes angedeutet werden soll), so 
müssen dieselben nicht allein den Gleichungen 

(2.) ^/^ aa.,^ = 

genügen, sondern es müssen auch, nach dem der Gleichung §.2 (4.) zu Grunde 
liegenden Prinzip, 
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Transformationsrelationcn sein. Es folgt daher zundchst, wenn man eine ro//- 
ständige specielle Transformation eine solche nennt, in welcher genau aber so 
viele Coefficienten der transformirten Form auf eine erlaubte Weise verfügt 
ist, als die Anzahl der Subslitutionscoefficienten beträgt: 

Theorem I. 
Wenn man irgend eine vollständige specielle Transformation einer homo- 
genen Function beliebiger Ordnung vermittelst linearer Substitutionen ausführen 
kann, und man ordnet die Gleichungen^ welche zur Bestimmung der zu er- 
mittelnden Coefficienten der transformirten Form dienen, nach den Potenzen 
und Producten dieser Coefficienten, so dass Gleichungen von der Form 

(3.) 2Q.xu,G.GiG^... = 

entstehen, in welcher (?i, G2? • • • die zu ermittelnden Coefficienten der trans- 
formirten Form, und Q^x^.., Functionen der Coefficienten der ursprünglichen 
Form bedeuten, so sind die sämmtUchen TransformationsrekUionen für jede 
andere lineare Transformation derselben Function in den Gleichungen 

^t XjA|l4|t»» \t Xj A| yUf • • • 

enthalten, wofern man die Coefficienten Q^Xfi.,. ^^d Öx.a,//,... ^^ ^^^ derselben 
Gleichung (3.) entnimmt und durch Accente die zu denselben analogen Functio- 
nen einer beliebigen transformirten Form bezeichnet. 

Nach der bisherigen Annahme war p die Ordnung der homogenen 
Function, n die Anzahl der Yariabeln, also n^ die Anzahl der Substitutions- 
coefficienten und {n,p) §. 1 (1.) die Anzahl der Coefficienten von F. Setzt 
man daher die Anzahl der oben eingeführten 61, 62, . . . = o;^ so ist 

(5.) ü) = {n,p)-n', 

und die Anzahl der Gleichungen (3.) muss, soweit sie von einander unab- 
hängig sind, ebenso gross sein. Wenn man nun nach dem Theorem I. die 
Transformationsrelationen (4.) ableitet, so kann die Gesammtzahl derselben 
zwar grösser werden, man sieht aber leicht, dass einerseits die Anzahl der 
von einander unabhängigen nicht grösser als o) sein kann, und dass anderer- 
seits auch wirklich co von einander unabhängige Functionen ^ existiren 

müssen, welche aus den Coefficienten der Gleichungen (3.) gebildet sind, 
widrigenfalls die letzteren von einander abhängig wären, was gegen die Vor- 
aussetzung ist. Aus diesen Entwickelungen geht femer hervor: 
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Theorem IL 

a) Alle eon einander unabhängigen Transformationsretationen lassen 
sich in ihrer einfachsten Gestalt durch Gleichungen 'con der Form 

n'-n = 

darstellen^ in welchen /7' eine Function der Constanten a„ßy,„ der trans[ormirten 
Form allein und II eine Function der Constanten a^ßy^^^ der ursprünglichen 
Form allein ist , und beide auf analoge Weise aus ihren Argumenten zu- 
sammengesetzt sind. 

b) Diese Gleichungen sind, obwohl sie die Coefficienten der ursprüng- 
lichen und transformirten Form separirt enthalten, dennoch rational und zwar 
ist jede der Functionen II' oder II eine homogene gebrochene Function ihrer Ar-- 
gumente mit Zähler und Nenner von gleicher Ordnung in Bezug auf dieselben. 

cj Die Anzahl der von einander wiabhängigen Transformationsrelatio-- 
nen oder der von einander unabhängigen Functionen II oder 11' ist gleich der 
Anzahl der Coefficienten der homogenen Function weniger der Anzahl der 
Substitutionscoeffidenten, 

d) Die Functionen II' oder II sind vollständig definirt durch ein System 
von n^ simultanen partiellen Differentialgleichungen der ersten Ordnung und 
zwar für die Functionen FI durch die Gleichungen: 

in welchen die Potenzen und Producte x^lx^x^... der p*'" Ordnung symbolisch 

dn 

von 1 bis n substituirt werden müssen. 

Das Theorem I. wird im Allgemeinen zur Ermittelung der Functionen 

77 nicht verwendet werden. Wenn man aber auf eine aus dem Theorem II. 

hervorgehende Weise zu irgend einem System von Functionen 77 gelangt ist, 

und man bildet aus den entsprechenden Gleichungen 77'— 77= die Relationen 

Theorem I. (3.): 

^QnXfi.^GxGiGf,.:. = 0, 

so haben die Coefficienten QnXfi.,, in dieser Form offenbar die Eigenschaft, sich 
aus dem System der angegebenen 77 unter blosser Yermittelung von numeri- 
schen Coefficienten zusammensetzen zu lassen. Dieses hat eine andere sehr 
wichtige Verwendung der speciellen transformirten Formen zur Folge. Man 
kann nämlich in Folge dessen entscheiden, ob ein solches System von Functio- 
nen 77 von einander abhängige enthält oder nicht, und für den ersteren Fall 

37» 
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die Zusammensetzung der abhängigen aus den unabhängigen kennen lernen, 
es gilt nämlich 

Theorem III. 
Wenn man ein System von Functionen TI in Bezug auf ihre Abhängig- 
keit von einander untersuchen soll^ so bilde man aus den entsprechenden Glei- 
chungen i7' — /7 = 0, für eine passend gewählte specielle transformirte Form^ 
die Relationen: 

deren Coeffidenteu Q^Xfi.., reine Functionen der angegebenen IT sind^ und unter- 
suche die Abhängigkeit dieser Gleichungen von einander in Bezug auf die 
Constanten G^y Gx, G^, .... Findet eine solche nicht statt ^ so sind auch die 
Functionen TT von einander unabhängig, sind hingegen die Gleichungen in Bezug 
auf die Constanten G^, Gx, Gfj,, ... von einander abhängig , so ßndet man durch 
Elimination derselben aus den vorstehenden Gleichungen das Abhängigkeitsgesetz 
der Functionen Q^ifn,,, und somit auch der Functionen IT von einander. 

Mit Hülfe dieser Principien sind die in §. 1 (5.) angegebenen Glei- 
chungen, welche zur Transformation gewöhnlich benutzt werden, überflässig 
gemacht, und es ist die weitere Untersuchung von der Behandlung der partiellen 
Diiferentialgleichungen abhängig. 

§. 5. 
Eigenschaften der partiellen Differentialgleichungen. 

Um die entwickelten partiellen Differentialgleichungen 

aus ihrer symbolischen Form in die explicite zu übertragen, ist es zweck- 
mässig, die Bezeichnung der gegebenen homogenen Function dahin abzu- 
ändern, dass man 

wo 2 eine einfache Summation über alle von einander verschiedenen Glieder 
anzeigt, auf folgende Weise: 

(1 .) F{xi , a^^, . . . a:J = 22a^Xfi.^, ^x^x^fi • • • 

schreibt, wo JS2 eine mehrfache Summation über alle möglichen Zahlenwerthe 
1 bis n für x, X, ju, ... andeutet. Wenn man beachtet, dass bei dieser Be- 
zeichnungsweise durch die Substitution a^axa^,,^^ für a^x/A... di^ Gleichung (1.) in 

(2.) (öja^i + aaa^iH Va^x^Y = Sa^axau^.x^xxx^,.. 
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äbergeht, so folgt ohne Weiteres, dass nach der Ausführung der mehrfachen 
Summation die Coefficienten a^Xfi.,, die entsprechenden Polynomialcoefficienten 
als numerische Factoren enthalten. Man kann auch bei anderen Operationen 
die Gleichung (2.) als symbolische Form von (1.) benutzen und ersieht dann 
zunächst durch Differentiation derselben nach einer der Yariabeln x„, dass 

(3.) -^^ = p.22aaif,„xxXfj,,.. 

wird, wo die mehrfache Summation sich nur über alle Werthe 1 bis n für 

A, ^ . . . erstreckt, wahrend der Index a constant bleibt. Multiplicirt man 

alsdann die Gleichung (3.) mit x^, und betrachtet q ebenfalls als constanten 

Index, so wird 

dF ^^ 

und hierin ist für x^xxx^... der entsprechende Differentialquotient von /7 zu 

girr 

setzen, welcher deich -7-= ;-; ist, wenn man der Kürze halber durch 

{QOfi...) den zugehörigen Polynomialcoefficienten bezeichnet und beachtet, 
dass {Q^t^'")a^if,,., der vollständige Coefficient von x^xxx^ . . . in F ist. Es 
folgt daher 

(4.) D^ilT)=p22^^^a,^. 



Ich werde noch 



,^ X _j dn ^ jj 



schreiben, dann ist das System von partiellen Differentialgleichungen das 

folgende : 

22n^Xfi,., »u;,... = 0, 22n2Xf,,„aaf,,,. = 0, ... 2.2n^Xfi.„(^\x^,., = 0, 
2:2n^Xfi.,. (hXfA.,. = 0, 22IT2Xf,„. (hxfi... = 0, ... 22n^Xfi^^^ a2Xfi. .. = 0, 



(6.) 



^^naf,,.a^Xfi.,. = 0, 22n^xti..anXf,... = 0, ... 2 2 n^^^^a^x,.,^, = 0. 
Das vorstehende System von simultanen partiellen Differentialgleichungen ist 
ein sehr merkwürdiges, auch wenn man es für sich allein betrachtet. Es 
ist bekannt, dass simultane partielle Differentialgleichungen neben einander 
nicht bestehen, wenn nicht gewisse Bedingungen erfüllt sind. Wenn man 
nämlich von einer der Gleichungen alle particularen Integrale, deren Anzahl 
um 1 geringer ist als die Anzahl der Yariabeln, ermittelt hat, so muss es 
möglich sein, diese Integrale als neue Yariabeln in die übrigen Gleichungen 
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einzafübren und dadorch das System auf ein anderes znrflckziifQhren, welches 
eine Gleichong weniger and eine Variable weniger hat, und man muss diesen 
Process so lange fortsetzen können, bis man nur eine Gleichung mit einer 
Variabein mehr übrig behält, als die Anzahl der Variabein des Systemes 
weniger der Anzahl der Gleichungen betragt, so dass dann im günstigsten 
Falle die Anzahl der gemeinschaftlichen particnlaren Integrale gleich dieser 
Differenz wird. Bei einem beliebigen System simultaner partieller Differential- 
ifleichungen wird die angegebene Rednction der Variabein nicht zu erreichen 
sein. Für das vorstehende folgt aber ans seinem Zusammenhang mit dem 
algebraischen ProbleB: 

/. Doms die Bedtmgmmgem der Coeiistems wirUick erfüllt tind und dass also 
das amgeyebeme Verfakrem amwemdbar isL 

2. Dass die gnmimögtieke ZaU tarn Lasrnrngem im demselben erreicht ist, 
mäaUich die AmsaU der Variabelmj, weniger der .imahl der Gleichungen, 
mbereimslimmemd mit der Anuikl oi ($. 4 (5.)) der Functionen, welche 
die Tramsformaticmsrelatiomem bilden. 

3. Dmss smmmiBeke parfieutarem Integrale durch rationale Functionen ihrer 
Arfumeute dargestellt werden kommen ^ welche in Bezug auf die letzteren 
kimogen mmd rom der If^ Ordnung sind. 

Man kann den letzten Umstand an den Gleichungen selbst verificiren. 
Rildet man nftodich die Snime derjenigen partiellen Differentialgleichungen, 
in welchen beide Indices einander gleich sind, so vrird 

K.< ewebt sich aber in symbolischer Form: 



"' + X, 


dF 

dXn 


dn 





ii»n ■ P.,.n D.,i7} = x.^+*,^+ 

\\«$ nach den Sali AWr die homo^neB Fanctionen in 

Nm sei II i« Beiuy «uf die Grössen o.;,,... von der /•" Ordnang, so 
l\«t«i »«cti deMselbe« Satx Aber die homogenen Functionen: 

.T ^ r^XA. -z^— =rf '^= i)„(l7)+D„(/7)+. .+D..(I7), 

KUfiUoK isl enUneOer II =IK oder ;=0. Da aber Null als Lösung nicht an- 
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gesehen werden kann, so bleibt nur / = übrig, d. h. die Functionen 77 
sind von der 0**" Ordnung. 

Wenn man die Gleichungen (6.) als gewöhnliche lineare Gleichungen 
behandelt, deren Unbekannte die Grössen 77^;^.,. sind, so hat man ein System 
von n^ Gleichungen zwischen [n^p) Unbekannten, welche demnach m — {n^p)'-n^ 
Lösungen liefern, also ebenso viel als die Anzahl der Integrale beträgt. Bezeich- 
net man jene Lösungen durch 77^^j^.,., 77jii... , . . . n^*il,,. »nd mit if^, ^2^ . . . Jtf, 
beliebige constante Multiplicatoren, so kann man als allgemeinste Lösung der 
linearen Gleichungen 

setzen. Es folgt daher: 

4. Die Auflösungen der linearen Gleichungen 

in Bezug auf die Grössen 77^1^... als Unbekannte , lassen sich in ihrer 
allgemeinsten Form durch die partiellen Ableitungen einer mit w will-- 
kürlichen constanten Parametern behafteten Function der Grössen «xv». 
nach denselben darstellen, dieidirt durch die entsprechenden Polynomial- 
coeffidenten. 

Die Anwendung dieses Satzes auf die homogenen Functionen dritter 
Ordnung von drei Variabein hat mich zu den Resultaten meiner Abhandlung 
in diesem Journal Bd. 39, pag. 155 gefflhrt. 

Da jede der Functionen 77 die Form eines ächten Bruches hat, der durch 

bezeichnet werden soll, so wird 

wo PgXfi... wnd Q^Xfi.., ^i^iö mit H^Xfi... (5.) analoge Bedeutung haben. Es sind 
aber die Gleichungen (6.) in Bezug auf die 77^2^... homogen, daher kann man 
nur die Yerhfiltnisse der letzteren ermitteln, und demnach mit Fortlassung des 
Nenners als Auflösung der Gleichungen 

schreiben, welche alsdann ganze Functionen sind. Betrachtet man die auf 
diese Weise definirten Grössen Ü^Xfi,.. ^^ ^^^ Coefficienteu einer neuen homo- 
genen Function der p*^ Ordnung, so will ich eine solche die conjugirte Form 
zur ursprünglichen nennen. Es folgt aus dem Obigen, dass die Anzahl der 
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in Bezug auf die Coefficienten von einander unabhängigen conjugirten Formen 
w betragt. Diese conjugirten Formen bilden eine specielle Classe der später 
zu entwickelnden zugehörigen Formen, und zeichnen sich vor den übrigen 
durch eine Eigenthümlichkeit aus, welche aus der Ansicht der Gleichungen (6.) 
sofort ersichtlich wird. Letztere bleiben nämlich unverändert, wenn man die 
Grössen /7«i^... mit den entsprechenden a^i^... vertauscht. Betrachtet man daher 
in denselben die Grössen a^i^,„ als Unbekannte und stellt ihre Lösungen in 
Functionen der /7j,i^... dar, so sind dieselben genau dieselben Functionen der 
letzteren, welche früher die letzteren von den ersteren waren, daher folgt: 

5. Die conjugirten Formen haben die Eigenschaft, dass sich die ursprüng- 
liche Form als eine conjugirte &u jeder derselben darstellen lässt, wenn 
man letztere als eine ursprüngliche ansieht. 

Und 

6. Es giebt ein ganzes System von (oi—i) in Bezug auf die Coefficienten 
unabliängigen Formen, welche, der ursprünglichen coordinirt und mit ihr 
in Bezug auf die Variabein von derselben Ordnung, die Eigenschaft 
haben, dass sie neben der ursprünglichen zu jeder conjugirten Form der 
letzteren conjugirt sind, und welche man, wenn die unter (8.) angegebenen 
ursprünglich conjugirten bekannt sind, sofort dadurch bilden kann, dass 
man die letzteren aus den Coefficienten einer der conjugirten zusam- 
mensetzt. 

Ich habe die Wichtigkeit der conjugirten Formen für die homogenen 
Functionen dritten Grades von drei Yariabeln in meiner Abhandlung (dieses 
Journal Bd. 55, pag.68) dargethan, anderweitig sind dieselben als selbstständige 
Formen noch gar nicht untersucht, noch viel weniger ist ihre Existenz im 
Allgemeinen, welche durch die vorstehenden Entwickelungen klar hervortritt, 
irgendwo erwiesen worden. 

§. 6. 

Ueber die Lavarianten der homogenen Functionen. 

Die weitere Entwickelung der Theorie hängt davon ab, dass man die 
Zähler und Nenner der betrachteten Functionen IT selbstständig definirt. Diese 
Zähler und Nenner sind, wie ich jetzt zeigen werde, diejenigen ganzen 
Functionen der Coefficienten einer homogenen Function, welche mit dem Namen 
Invarianten bezeichnet werden. Zuvor bemerke ich jedoch, dass diese Be- 
nennung eigentlich im wahren Sinne des Wortes den Functionen IT selbst zu- 
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kommt, insofern als durch die vorstehende Theorie gezeigt worden ist, dass 
die Transformationsrelationen in den Formen 

n'-n = 

dargestellt werden, was nichts Anderes aussagt, als dcMs die Functionen IT die 
Eigenschaft haben , absolut unverändert zu bleiben , wenn man dieselben aus 
den Coefßcienten irgend einer transformirten Form bildet; es dürfte daher die 
Benennung absolute Invarianten^ welche ich in der oben citirten Abhandlung 
über die cubischen Functionen für dieselben vorgeschlagen habe, zweckmässig 
sein, um sie von den vorher definirten Invarianten zu unterscheiden. Die De- 
finition der letzteren als Zähler und Nenner der absoluten Invarianten ist aber 
viel naturgemässer als die übliche, weil mit derselben auch ihre Existenz dar- 
gethan ist, und es wird nach dem Gange der gegenwärtigen Entwickelungen 
die sonst übliche Definition, welche ihre Existenz nur empirisch voraussetzt, 
als eine ihrer Haupteigenschaften erwiesen werden. 

Es ist gezeigt worden, dass jede absolute Invariante IT die Form 

(1.) IT = ^ 

hat, worin P und Q ganze homogene Functionen der Coefficienten a„^y... von 
F sind, welche den partiellen DiiTerentialgleichungen 

2>,o(/7) = 0, 
oder wenn man den Werth für IT aus (1.) substituirt, den folgenden: 

(2.) QD^„{P)-PD^„{Q) = 

Genüge leisten. Sollen Zähler und Nenner von 77 bestimmt definirbare Functionen 
sein, so muss man sie von jedem gemeinschaftlichen Factor befreit denken, denn 
mit einem Factor versehen können sie jeden beliebigen Werth annehmen. Be- 
achtet man nun, dass (2.) eine identische Gleichung ist, ferner dass D^,a(P) 
und D^aiQ) nach ihrer Definition zugleich mit P und Q ganze Functionen sind 
und zwar respective von derselben Ordnung wie P und Q, so folgt, wenn 
man zufolge (2.): 

K^'J p — Q — V 

setzt, dass nicht allein diese Quotienten ohne Rest aufgehen müssen, sondern 
auch dass ihr Werth k^„ von den Argumenten a^^ßy,^, der Functionen P und Q 
unabhängig ist. Die Beschränkung, dass P und Q keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, kann in Ansehung solcher Factoren, welche selbst Zähler oder 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 38 



298 Äronhold, über eine fundamentale Begründung der Ineariantentheorie, 

Nenner der übrigen Functionen 11 sind, aufgehoben werden, denn wenn Pi 
einen solchen bezeichnet, so folgt aus der Gleichung 

PP, '^ P '^ P^ ' 

dass mit -^p^ und ^^ ' zugleich ^^p '^ von den Grössen a„^^.... unab- 
hängig wird. Im Uebrigen ist klar, dass, welche Werthe auch die Grössen 
i^a sonst haben mögen, die zur Darstellung von IT erforderlichen Functionen 
P und Q immer aus den Gleichungen (3.) entnommen werden können. Aber 
die Gleichungen (3.) sind wiederum simultane partielle Differentialgleichungen, 
welche neben einander bestehen sollen, und es lässt sich nachweisen, dass 
die Bedingungen der Coexistenz nur für ganz bestimmte Werthe der Grössen 
\a erfüllt sind. Um diese Werthe auf dem einfachsten Wege zu erhalten, 
schlage ich folgendes Verfahren ein. In Folge der Constanz der Grössen l^ 
müssen dieselben Werthe auch für die zu (3.) analogen Differentialgleichungen: 

(4.) ^^ = \, 

gelten, welche aus den Coefficienten a^^y... der transformirten Form gebildet 
sind. Diese Gleichungen kann man vermittelst der identischen Gleichung 
§. 3 (7.), welche auf die Function P' angewandt die folgende ist: 

(5.) D,„iP ) = -^x, +-^x, +-+^^x<->, 

umformen. Setzt man nfimlich der Kürze halber 

(6.) L = logP; 
so gehen wegen (5.) die Gleichungen (4.) aber in 

welche Gleichungen nach einem bekannten Theorem der Determifmntentheorie 
nebeneinander bestehen und sofort integrirt werden können^ wenn man 

setzte so oft Q und a von einander verschieden sind, und ausserdem 

Au = A22 = • • • = X^. . 

Alsdann aber zeigen die Gleichungen , dass L nur eine Function der Substi^ 
tutionscoefficienten ist. 

In der That, wenn 

(8.) r = :S*±ariV...xi"^ 
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die Determinante der Substitution bezeichnet, so gelten bekanntlich die Glei- 
chungen : 

je nachdem (> und a gleich oder verschieden sind^ und wenn man der 

Kürze halber 

(10.) / = ;ilogr 

schreibt, wo i. einen beliebigen Zahlenfactor bedeutet, so gehen dieselben in 
über: es stimmt aber (11.) mit (7.) überein, nachdem man auch in (7.): 

gesetzt hat, und es ist alsdann: 

L = i+a 

Man setze jetzt in die letzte Gleichung die Werthe für L und / aus (6.) und 

(10.), so entsteht: 

P' = C.r^, 

wo C von den Substitutionscoefficienten unabhängig ist. Die Bestimmung 

von C erfolgt leicht vermittelst der schon in §. 2 angewandten evidenten 

Substitution : 

für welche die Determinante gleich 1 ist, und welche daher die Gleichung 

P = C 
liefert, also giebt die vorstehende Theorie schliesslich die Gleichung: 

(13.) P'=^P.r'=P.{2±x['^x?\^^x[y. 

Es bleibt noch der Beweis zu führen, dass man auf keine andere Weise als 
durch die Gleichungen (12.) den Bedingungen der Coexistenz genügen kann. 
Zu diesem Ende entnehme man aus (7.) das System von n Gleichungen, 

welches die Unbekannten — t^, — pp, ••• — j-y enthält, und löse es nach 
denselben auf, dann erhält man bekanntlich: 

dL \ ( dr . dr ^ dr . 



dx\^^ ^ r \ dx^^ --^'^ rfa:f V^ t ^(-) e 

Ebenso aus dem System o: 

dL \ [ dr ^ . dr ^ , , dr 



io) — r i ^.«(O ^''*+ ^^iV ^^"^ ^ J^(n) ^on 

38» 



K "" \ ^* ^k ^^k 
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Die Bedingungen der Integrabilität erfordern, dass die erste nach xi''^ die 

zweite nach xi^^ differentiirt identisch übereinstimmende Resultate liefern. Es 
muss daher 



(14.) 



dloc;r , diogr 



dx['^ dx^^ 

* ;l. 4_ . . . j ? i 4- . . . / = 



dxf'J *" ' ' dx"^^ 




k 



sein, und dieser Gleichung muss durch Werlhe für l^„ genügt werden, welche 
wegen ihrer Definition (3.) auch von den Substitutionscoefficienten unabhängig 
sind. Man überzeugt sich nun leicht davon, dass mit Ausnahme der einander 
gleichen Coefficienten von a^^ und X^„ die 2«— 2 übrigen Coefficienten der 
l in (14.) gänzlich von einander unabhängige Grössen sind, denn die Coef- 

ficienten der l,,a in — r-r ""d — ^-r- sind als erste Unterdeterminanten über- 

^ dx\"^ dx^j^^ 

haupt von einander unabhängig, durch die DiiTerentiation derselben nach nur 

zwei Constanten x^^^ und x^^ entsteht aber eine zu geringe Zahl von zweiten 
Unterdeterminanten, um zwischen denselben eine lineare Relation herbeizu- 
führen. Aus diesen Gründen kann die Gleichung (14.) nur erfüllt werden, 
wenn man l^^ = A^^ und l^„ = setzt. 

Mit Berücksichtigung dieser Werlhe zerfallen die Diiferentialgleichun- 
gen (3.) in zwei Gruppen, je nachdem sie mit gleichen oder ungleichen* 
Indices gebildet werden, d. h. es ist: 

|A,(P) = D,3(P) = ... = D„„(P) = A.P, 
(15.) 

Die Grösse / bleibt in diesen Gleichungen völlig unbestimmt; in der That 
wird man, da die Anzahl der von einander unabhängigen Functionen P um 1 
grösser sein muss, als die Anzahl der Functionen 77, auch nur noch n^—\ 
Gleichungen zur Definition gebrauchen können, und daher in (15.) von dem 
gemeinschaftlichen Werthe XP der Grössen D^^{P) absehen. Will man hin- 
gegen über die Ordnung der Function P verfügen und setzt dieselbe gleich y^ 
so kann man hier ganz dieselbe Gleichung ableiten, welche in §. 5 (7.) ge- 
geben ist, nämlich 

(16.) Du{P) + Dn[P) + -' + D^{P) ^ pyP. 
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Diese Gleichung geht wegen (15.) in 

nlP = pyP 
über und giebt alsdann 

(17.) i = JH-. 

^ ^ n 

Es entspricht also jeder Invariante bestimmten Grades ein durch (17.) be- 
stimmtes X^ aber sie werden samiptlich den Gleichungen (15.) ohne das letzte 
Glied IP genügen. 

Die Gleichung (13.) in Verbindung mit (16.), ferner die Gleichungen (15.) 
geben aber das folgende 

Theorem IV. 

a) Alle Invarianten haben die Eigenschaft^ bis auf einen eon den 
Substitutionscoefßcienten abhängigen Factor^ welcher eine Potenz der Deter- 
minante der letzteren ist, unverändert zu bleiben, wenn man sie aus den Coef- 
ßdenten einer beliebigen transformirten Form bildet, und zwar ist 

IL 

F = r"" .P, 

wenn y rf*^ Ordnung der Invariante P, p die Ordnung der homogenen Function 
und n die Anzahl ihrer Variabein bezeichnet. 

b) Dieselben Invarianten genügen dem System von partiellen simultanen 
Differentialgleichungen : 

DniP) = D,,{P) = - = D^„iP), 

D,„{P) = 0, 

deren Anzahl n^ — \ beträgt, und sind durch dasselbe bestimmt, so dass die 
Anzahl der von einander unabhängigen Lösungen desselben mit der Anzahl der von 
einander unabhängigen Invarianten übereinstimmt und gleich (n,p) — n'+i ist. 

Der Theil a) des Theorems ist die übliche Definition der Invarianten, 
dasselbe als Definition zu gebrauchen ist aber nicht statthaft, weil die Existenz 
der Invarianten in allen Fällen dabei stillschweigend vorausgesetzt wird. Auch 
kann man aus der Form der Gleichungen: 

P' = r^.P 

nur beweisen, dass die Anzahl derselben nicht grösser sein kann als 

(D + i = («,p)-«M-l, 

indem man nach Aufstellung sämmtlicher Gleichungen dieser Art für irgend 
eine specielle aber voUstfindige Transformation wie in §.4 Theorem I., die 
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Grössen P' durch (w,p) — w* von einander unabhängige Constanten G> aus- 
drücken und daher nach Elimination von r aus sämmtlichen Gleichungen auch 
die Grössen Gt sämmtlich eliminiren könnte, wenn die Anzahl der Invarianten 
grösser als oj + i wäre. 

Aus der vorstehenden Theorie folgt aber, dass die verlangte Anzahl 

von Invarianten wirklich existirt, da man den o) Functionen TT die Form 

P P P 

-^. -^, . . . -^ geben kann, welche alle den gemeinschaftlichen Nenner Q 

haben^ und die Functionen P^ nebst Q alsdann den Bedingungen des Theorems IV. 
genügen. Ich halte es hiernach nicht für überflüssig, das Theorem noch in 
folgender Fassung auszusprechen, welche dem Standpunkt der vorliegenden 
Untersuchung mehr angemessen ist. 

Theorem V. 
Wenn man^ um zwei beliebige allgemeine homogene Functionen der 
pf^r* Ordnnng 

F{x^^ ar,, . . . ajj und F'(|,, $'2, . . . 'Q 
durch lineare Substitutionen in einander zu tramformiren^ die {n^ p) Gleichungen : 

bildet j welche nach Einsetzung der Substitution in F^ durch Yergleichung mit 
den Coeffidenten eon F* entstehen, und zu denselben noch die Gleichung: 

-i + a?! jjj • • • ^1» = T 

hinzufügt, in welcher r eine beliebig gegebene Constante bedeutet, so kann man 
aus sämmtlichen {n,p) + i Gleichungen durch Elimination der Substitutions^ 
coeffidenten («,/?) + l— «^ Relationen zwisdien den Grössen a„ßy^^,, ^LySy... ^^^d 
r ableiten, welche sämmtlich die Form 

P'-r^P = 

haben, wo P nur eine Function der Grössen a^ßy,,. und P' die analoge Function 
der Grössen a'aßy,^^ ist, und beide ganze Functionen ihrer Argumente sind. 

§• 7. 

lieber die Existenz einer Invariante der homogenen Functionen zweiter Ordnung 

und der binären Functionen dritter Ordnung. 

Es ist bereits im §. 1 entwickelt worden, dass die ursprünglichen Trans- 
formationsgleichungen 

(!•) Pttßy.., = 0>afiy,.. 
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von einander abhfingig werden, wenn die Determinante der Substitutionscoef- 
ficienten verschwindet. Giebt man daher den Transformationsproblemen die 
Fassung des Theoreraes V., fügt also den Gleichungen (1.) noch die folgende: 

(2.) :S±x[''x'^\.,x':' = r 

als algebraische Gleichung hinzu, indem man r eine gegebene Coustante be- 
deuten lässt, so kann der Fall eintreten, dass die Gleichungen (1.) und (2.) 
zusammen betrachtet von einander abhängig werden, wahrend das System (1.) 
allein es nicht ist. 

Die Criterien einer solchen Abhängigkeit liefert aber das System par- 
tieller linearer Differentialgleichungen: 

(3.) D,,(77) = 0, D^^{n)=i.n, 

welches immer aus den Gleichungen (1.) und (2.) abgeleitet werden kann, 
wenn sie von einander abhängig sind, und es bleibt in jedem Falle zu unter- 
suchen, ob diese Gleichungen eine Lösung 11 zulassen oder nicht. In dieser 
Lage befinden sich die drei Ausnahmefälle der allgemeinen Theorie, welche 
in §. 1 erwähnt sind, nämlich, wenn die gegebene homogene Function ent- 
weder eine lineare, oder eine quadratische für eine beliebige Anzahl von Ver- 
änderlichen, oder endlich eine binäre der dritten Ordnung ist. 

Was nun zunächst den ersten Fall anbetrifft, so überzeugt man sich 
leicht durch Aufstellung der Gleichung (3.), dass die alleinige Lösung 77=0 
ist, dass also eine einzige lineare Function keine Invariante hat, ich gehe also 
gleich zum zweiten Falle über: 

Es sei 

(4.) F(a:,,;r^,...a?J = JSa^x^^^x 

eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung, dann gehen die 
Gleichungen (3.) zufolge §. 5 (4.) über in 

(5.) 2-2'/7^^a^^ = i/7, -ri7^^a^^=0^ 

wo Q und a immer constante und von einander verschiedene Indices sind, und 
wegen §. 5 (5.) 

ist. Die Anzahl der Gleichungen (5.) ist n^, die der Grössen U^i gleich 2 ^ 

aber aus dem bekannten Satze^^ dass die Auflösungen eines Systems von linearen 
Gleichungen, welches in Bezug auf die Diagonale symmetrisch ist, wiederum 
ein in Bezug auf die Diagonale symmetrisches System bilden, geht hervor. 
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dass das folgende aus (5.) entnommene System von n Gleichungen: 
\ 77^1 o,i + 77^2 öxaH h/7^«a,n = y^ oder 0, 

in welchen x allmälig die Werthe 1 bis n annimmt, nach seiner Auflösung 
denselben Werth fflr TJ^^ giebt, den man durch Auflösung des analogen die 
Grössen /7^i, /7a2, . . . Han bestimmenden Systems für 77^^ finden würde; da- 
her reduciren sich die n^ Gleichungen (5.) durch Auflösung nach den Grössen 

n^i auf T \ und wenn man nach sehr bekannter Weise 



J = -2*+ «11 «22.. -ö«« 5 

(7.) l dJ . , dJ 



2 



^^ da^ ' -?a 7 j^^^ 

setzt, so werden diese ^^^ Gleichungen: 

(8.) n^^ = Y~j^<^''' 

Mit Berücksichtigung von (6.) und (7.) folgt hieraus 

wenn d totale Diiferentiation nach den Grössen a^i andeutet, also durch In- 
tegration : 

(9.) 77 = J\ 

Es existirt also eine Lösung der partiellen Differentialgleichungen (5.), und 
sie ist eine beliebige Potenz der Determinante J, ausserdem ist erwiesen, dass 
es keine andere Lösung giebt. Soll 77 rational sein, so muss für k eine gerade 
Zahl genommen werden, und überdies ist zufolge §. 6 (17.) 

n ^ 

wenn y die Ordnung von 77 andeutet. Der einfachste Fall k = 2 giebt selbst- 
verständlich y = « und IT= J^ daher folgt, dass 

J = -2*+ au 022...... 

ff 

die einzige einfache Invariante der quadratischen Formen ist, und dass die 

Gleichung 

(10.) J' = r\J 

das alleinige Eliminationsresultat der Substitutionscoefficienten aus den Glei- 
chungen (1.) und (2.) im gegenwärtigen Falle ist. 
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Eine ähnliche Behandlung lassen die binaren Formen dritter Ordnung 
zu, fär welche man die Bezeichnung der Function dadurch erleichtern kann, dass 
man setzt: 

(11.) F{xi^X2) == ciiiX] + daixlx2 + SchXixl+(i^xl. 

Die Anzahl der Gleichungen (1.) und (2.) reducirt sich auf fünf, die Anzahl 
der Substitutionscoefficienten auf vier, daher weiss man zum Voraus, dass 
mindestens eine Lösung existiren muss. Die Differentialgleichungen (3.) gehen 
in folgende Aber: 

/7i,ai + 2/7i 02 + iJj 03 = 0, 
/7,o„ + 2/7jO, + i730, = 0, 



(12.) 



/7,a, + 277,0, + 77,03 = y^. 



wenn man nach §.5 (5.) 

dn 



77,,= 



da,' 



"' - * da.' 



"'-i^^ "'-^ 



Oii 


Ol 


, Ä= 


Oll 


Ol 


, c- 


Oi 


02 


Ol 


Oi 




Oj 


03 




Oj 


03 



setzt. Löst man zunächst die Gleichungen (12.) nach diesen Grössen auf, in- 
dem man zuerst aus der ersten und zweiten 77i,, aus der dritten und vierten 
77, eliminirt und die alsdann sich ergebenden Werthe fQr 77^ und 77; in die 
zweite und dritte snbstituirt, so erhält man, wenn der Kärze halber 

A = 
gesetzt wird: 

rr _ ^ iT 2a«C-q,g TT _ ^ rT «i^-^g|C TT - L n^iM^1^2i^ 
ij„- 3 Ji 4AC-B* ' "'~ 3 4AC-B* ' '~ 3 4AC-B* ' 

Ih-Y" 4AC-B* ■ 

Aber es ist a priori erwiesen, dass diese vier Grössen die partiellen Ablei- 
tungen einer Function sind, daher müssen die Zähler derselben, abgesehen 
von Constanten Factoren, die Ableitungen des Nenners sein, und es folgt in 
der That, wenn man 

4AC-B' = J 
setzt : 



_ A n dJ 



OTT ^ n dJ 

Joamal Rlr Mathematik Bd. LXII. lieft 4. 



6 // da, ' 



3/7, = -;- 



X n dJ 



6 J da^'' 



77, = 4^ 



X n dj 



6 J da,"* 



39 
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wie man sich durch eine nachträgliche Rechnung überzeugen kann. Diese 
Gleichungen lassen sich in 

rf/7 = 4-4^^ 

zusammenfassen und geben 

(13.) n := J' 

als dnzige L&smig, welche demnach eine beliebige Potenz von J ^AAC-^B^ 
ist. Soll sie rational sein, so muss l durch 6 theilbar sein. Zufolge $. 6 (17.) 

ist k = -^ , wenn y die Ordnung von /7 ist, und der einfachste Fall A = 6, 
y = 4, giebt 

als einzige einfachste Invariante und 

als alleiniges Eliminationsresultat der iSubstitutionscoefficienten aus den Gleichun- 
gen (1.) und (2.) im vorliegenden Fall. 

§- 8. 

Verallgemeinerung der Theorie für die gleichzeitige Tr^msfonnation eines Sjrstemes 

homogener Functionen. 

Die bisher entwickelte Theorie bildet nur den speciellsten Fall einer 
viel allgemeineren, an welche sich die Entwicklungen gleidi hätten anknüpfen 
lassen, wenn nicht der einfacheren Darstellungsweise wegen der eingeschlagene 
Weg den Vorzug verdiente. Die Verallgemeinerung ist aber jetzt nothwendig, 
um selbst den speciellen Fall w^eiter durchzuführen. 

^Es^ seien gegeben die folgenden m homogenen Functionen von belie- 
bigen Ordnungen, aber alle von denselben n Variabein: 

(1) 

(1.) \ (2) 

j» 

ich will dieses System kurz das Functionensyatem F nennen, famer m andere 
Functionen der Variabein ^* respective von denselben Ordnungen: 



Aronhold, über eine fundamentale Begründung der Intariantenihearie, 307 



(2.) 



O) 



Pm\^\ 9 b2 9 • • • b«) — 2a„ßy^^^ bl b2 b3 • • • ^ 

(m) 



welches System das FuncHonensystem F' genannt werden soll, sämmtliche 
Functionen in (1.) und (2.) seien ganz allgemein; man soll die Bedingungen 
zwischen ihren Coefficlenten finden, unter welchen sich beide Fnnctionensysteme 
durch dieselben linearen Substitutionen in einander transformiren lassen, so 
dass jede V" Function des einen Systemes gleichzeitig in die V^ Function des 
anderen Systemes übergeht." 

Bezeichnet man respective durch 

die Ordnungen der einzelnen Functionen und setzt, wie in §.1, 

(3-) (^^Pi) = i.2.3...p, ' 

SO ist die Anzahl der urspränglichen Transformationsgleichungen: 

(4.) l^aßY.,. = ^'ußY^' 

gleich 

{n,pi) + {n,p,) + '" + {n,p„), 

und daher die Anzahl der fraglichen Bedingungen: 

(5.) 12 = {n,pi) + {n,p2)-\ h(«,pJ~«^ 

Diese Zahl ist im Allgemeinen positiv; wenn alle Functionen linear sind und 
m<Cn angenommen wird, ist sie negativ; für m = n wird sie in diesem Falle 
gleich Null; ausserdem ist sie nur noch in einem ganz speciellen Falle negativ, 
nämlich wenn das ganze Functionensystem aus nur zwei Functionen und zwar 
einer von der zweiten Ordnung und einer linearen besteht, und in diesem 
Falle für n = S wieder gleich Null. 

Zu den Bedingungen, welche das Problem verlangt, gehören schon 
die im Vorhergehenden definirten Transformationsrelationen, nämlich diejenigen, 
welche die Coefficienten je eines Functionenpaares beider Systeme allein ent- 
halten, ihre Anzahl betrfigt für jede Function F,-: 

39» 
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Daher bleiben nur noch 

n, = n^((n,pO-n')-{{n,p,)--n') {{n,p^)-n') 

Bedingungen übrig, welche die Coefficienten von zwei oder mehreren Func- 
tionen gemischt enthalten, und welche simultane Tramformationsrelationen 
genannt werden sollen. Mit Berücksichtigung von (5.) geht daher die Anzahl 
der simultanen Relationen in 

(6.) 12, = (m-i)n' 

über, doch ist diese Zahl nur die geringste, weil sich diese Relationen mit den 
einfachen immer wieder verbinden lassen, und dadurch wieder andere, wenn 
auch von einander abhängige, simultane Relationen geben. Ausserdem ist bei 
dieser Bestimmung vorausgesetzt, dass jede Function des Systemes einfache 
Transformationsrelationen besitzt, also nach dem Früheren, dass keine der- 
selben linear oder von der zweiten Ordnung ist. Auf analoge Weise kann 
man auch die Anzahl derjenigen simultanen Relationen bestimmen, welche nur 
die Coefficienten von zwei, drei oder mehreren der gegebenen Functionen 
gemischt enthalten. 

Die Auflösung des vorliegenden Problemes erfolgt nun in ganz derselben 
Weise, wie die des einfachen und es bleiben alle in §. 2 und §. 3 dargestellten 
Sätze genau in derselben Fassung gültig, so dass eine Wiederholung derselben 
überflüssig w äre. Demzufolge gelangt man zu dem in §. 2 entwickelten ana- 
logen Probleme: 

^Diejenigen Functionen 77' der Coefficienten des Functionensystemes F' zu 
ermitteln, welche von den Substitutionscoeflicienten unabhängig sind.^ 
Hierzu ist wieder erforderlich, die folgenden n^ Bedingungen 

dW 






= 



zu erfüllen, welche jetzt auf Gleichungen von der Form: 

i.jjf daaßy.,. ,rrt ^^aßy.,, .„f döo/Sy... 

da'aßy.,. dx^n^ da'aßY... dx^o^ ddaßy,,, dx^q^ 

(l) '^' (2) ' im) 

führen, während nach §. 3 (2.) nur einer dieser Summanden erforderlich war. 
Bezeichnet man demnach mit 

(8.) D,.(77'), D,a(/y'), . . . D^„{W) 
analoge Ausdrücke für sämmtliche Functionen des Systemes F\ wie in §.3 (6.) 
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D^a(n') für eine derselben war, so erhält zufolge (7.) auch die umgeformte 
Gleichung §. 3 (7.), statt eines der unter (8.) gegebenen Ausdrücke mit par- 
tiellen Differentialquotienten, die einfache Summe derselben^ nämlich 

D,„(i7')+Dj„(^')+-+Z>,<,(/7') 
(I) m ("•) 

(^•) ( dW (a), dW ,0) dn' (o) 

1 « H 

Aus der Gleichung (9.) folgt nun, dass nur Definition der Functionen 77' die 
partiellen Differentialgleichungen 

(10.) Z),,(i7') + Z)^,(/7') + ...+/),.(/7') = 

an Stelle der früher aus einem Summanden derselben bestehenden eintreten. 

Die Gleichungen (10.), welche weder die Substitutionscoefficienten noch 
die Coefficienten der ursprünglichen Formen enthalten, geben auch hier den 
Satz, da^s sämmtliche Transformationsrelationen die Form 

n'-n = 

haben, wo TI' und U analoge aus den Coefficienten beider Functionensysteme 
geformte Ausdrücke sind, eon denen jeder nur die Coefficienten eines Systemes 
enthält und eine rationale gebrochene Function derselben ist. 

Es genügen demnach die Functionen II den Differentialgleichungen 

(11.) D^,{n)+D^,(n)+...+D^,{n) = o, 

welche aus den Coefficienten des Functionensystemes F gebildet sind. 

Aus §. 5 (4.) folgt, dass, in expliciter Form geschrieben, wenn man 
die Bezeichnung des §. 5 



einführt. 



ist, wo 



F,-(a:i, a^2, ... a?J = 22a^xu,^^x^XxX^ . . . 

(O 

(12.) Z),,(/7) = p:2:sn^,^„,a,x^,,, 

(13.) n^i,.,. = (xA^ . . .) da^x^... 

(O 



gesetzt ist, und {xXia...) den zu a^x/i... zugehörigen Polynomialcoefficienten be- 

(0 

deutet. Man kann daher die Gleichungen (11.) explicite auf folgende Weise 
darstellen : 

(1)^ (1) ^ (2)^ '^ (2) ^ imf "^ («) "^ 
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§. 9. 

Ueber simultane Invarianten. 

Es sollen, wie in §. 6, diejenigen Functionen IT, aus welchen sich die 
Transformationsrelationen eines Functionensystemes in der in §. 8 angegebenen 
Weise bilden lassen, absolute 4muUane Invarianten genannt werden, wenn sie ans 
den Coef&cienten von zwei oder mehreren Functionen des Systemes zusammen- 
gesetzt sind. Die Anzahl sammtlicher absoluten simultanen Invarianten des 
Functionensystemes, welche von einander und von den absoluten einfachen 
Invarianten unabhängig sind, bestimmt sich nach §. 8 aus der Anzahl der ge- 
sammten Coefficienten des Functionensystemes, weniger der Anzahl der Sub- 
stitutionscoeffieieuten, wena «an die Anzahl der einfachen absoluten Invarianten 
in Abzog gebracht k«t, und diese Zahl redncirt sich noch weiter auf eine 
übrigens leicht in jedem Falle ersichtliche Weise, wenn sich lineare oder 
quadratische Functionen im Systeme befinden. 

Um die Zähler und Nenner von II einzeln zu untersuchen, sei 

WO P und Q ganze homogene Functionen der Coefficienten des Functionen- 
systemes F bedeuten, dann ist zunächst Mar, dass die Anzahl der von ein- 
ander unabhängigen P und Q zusammengenommen immer um eine Einheit 
grösser ist als die Anzahl der Functionen 77^ da man alle Functionen 11 
nöthigenfalls auf gleiche Benennung bringen kann, und alsdann zu den Zählern 
der absoluten Invarianten nur noch der gemeinschaftliche Nenner hinzutritt. 
Es sollen nun diejenigen Zähler und Nenner P oder Q, welche aus den Coef- 
ficienten von mehr als einer der Functionen des gegebenen Functionensystemes 
zusammengesetzt sind, simultane Invarianten genannt werden. Die Anzahl der 
von einander und von den einfachen Invarianten unabhängigen simultanen In- 
varianten ist aber imnrer gleich der Differenz der Gesammtzahl und der Anzahl 
der letzteren, und daher in jedem Falle leicht bestimmbar. 

Geht man auf die Entwicklungen des §. 6 zurück, so folgt hier genau 
auf dieselbe Weise wie dort angegeben ist, die Umwandlung der Gleichungen 
^.8 (11.), weldie die absokrten Invarianten definiren, in solche, wekhen alle 

genügen, nämlich 

D,,(P)+Z)„,(P) + -+Z),,(P) = IP, 

(i) (») " («) 
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WO (f und a von einander verschiedene Indice$ sind, und l wieder eine 
constante Zahl ist. Ich werde diese Gleichungen in der Folge 

(2.) ' "^ 

§/),,(P) = 

schreiben, indem ich das Zeichen ^ als Summirungseeichen gebrauche, wenn 

ein und dieselben Operationen fär alle m Functionen des Functionensystemes F 
ausgeführt und alsdann alle addirt werden sollen. 
Nach §. 6 (16.) ist 

Dn{P) + Dn{P) + -'+D,^{P) =p.rP. 

wenn y die Ordnung von P in Bezug auf die Grössen äaßy,,, ist; bezeichnet 
man daher durch respective 

yit ^29 • • • y«i 

die Ordnungen von P in Bezug auf die Grössen 

(I) m imV 

so folgt 

^{DnP+D,,p+..+D,,p} = {p,ri+p2r2+"'+Pn.rJP' 

Aber wegen (2.) ist dieselbe Summe gleich nkP, daher folgt 

(3.) X = Pty«+P*ytH \-Pmrm 

was zur Vervollständigung des Systemes (2.) dient. 

Schliesslich ist aus §. 6 noch die Gültigkeit der Gleichung 

(4.) P' = r^P 

zu entnehmen, in welcher k aus (3.) folgt, und r wie immer die Substitutions- 
determinante bedeutet. 

Aus der vorstehenden Theorie folgt, daes die Determinanten linearer 
Gleichungen als die ersten spedeUen Fälle simultaner Invarianten betrachtet 
werden können. 

In der That, wenn 

F = aiXi+OjaJjH f-ö-a?«, 

(») (0 (I) (t) 

(5.) 

F = aiXi+a2^+'*^-k-a^Xn 

(•) («) (») (!•) 
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ein gegebenes Functionensystem von n linearen Fanctionen ist, so gehen die 
partiellen Differentialgleichangen zur Definition der Invariante in folgende über: 



IS 



n fos dP . dP , . dP , p 

(6.) <" ™ '"^ 



„ ,„. dP , dP . , dP „ 

^ (I) iV in) 



welchen man, wie leicht ersichtlich, genagt durch 

(7.) P = J\ 

WO 

(I) (2) (») 

die Determinante des Systemes (5.) ist. Die Grundeigenschaft dieser Invariante 

J' = r,J 
ist alsdann der bekannte Satz von der Multiplication der Determinanten. Dass 
für ein System (5.), in welchem die Anzahl der Variabein d^r Anzahl der 
Functionen gleich ist, eine und nur eine Invariante existirt; und dass bei 
einer geringeren Anzahl von linearen Functionen die Gleichungen (6.) keine 
andere Lösung als P = liefern, folgt ohne Weiteres wie in §.7 aus der 
Betrachtung des entsprechenden Transformationsproblemes. 

§. 10. 

Ueber ein einfaches Bildungsgesetz simultaner Invarianten. 

Ich werde in den nächsten Paragraphen die Kenntniss einfacher In- 
varianten voraussetzen und zunächst zeigen, wie verschiedene andere zur all- 
gemeinen Theorie erforderliche Formen aus denselben abgeleitet werden, und 
beginne mit einem einfachen bekannten Gesetz zur Bildung simultaner In- 
varianten. 

Wenn das Functionensystem, dessen simultane Invarianten gesucht wer- 
den, aus Functionen ein und derselben p^^"" Ordnung besteht, und wenn 

tt|, «2 1 «3, ... 

numerische Factoren bedeuten, vermittelst welcher 

(1.) F = aiF, + a^F2 + a,F, + ''' 

zusammengesetzt ist, so wird jede aus den Coefficienten von F gebildete ein- 
fache Invariante P nach den Potenzen und Producten der a^ entwickelt werden 
können, so dass, wenn y die Ordnung von P bedeutet. 
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(2.) p„,;.,^.,^|=.^+„^,.+... = «rPi+crr a,P,+... 

gesetzt werden kann. Da nun 

ist, so müssen auch die Coefficienten der Potenzen und Producte von a^, auf 
der rechten Seite von (2.), welche gemischte Functionen der Coefficienten von 
F,, Fj, ... sind, einzeln den Gleichungen 

genügen, und daher simultane Invarianten sein. 

Sind die Functionen F,, Fj, F3, . . . in Bezug auf die Variabein von 
verschiedenen Ordnungen, so kann man dasselbe Princip anwenden, nachdem 
man sie vorher durch Potenzirung oder Multiplication mit einander auf die 
kleinste gemeinschaftliche Ordnung gebracht hat, da mit F in F' auch F^ in 
F'^ übergeht. Beachtet man noch, dass (2.) nach dem Taylorschen Lehrsatz 
. entwickelt werden kann, so folgt hieraus 

Theorem VI. 
Wenn man eine einfache Invariante P , welche aus den Coefficienten 
^aßy.,. ^«er homogenen Function gebildet ist, nach denselben differentiirt und 
statt der Incremente die entsprechenden Coefficienten OaSy einer anderen homo- 

(0 

genen Function derselbigen Ordnung substituirt, so erhält man eine simultane 
Invariante dieser Functionen und ebenso , wenn man diesen Differentiations-- 
process öfter wiederholt und jedesmal die Coefficienten ein und derselben oder 
anderer homogenen Functionen derselben Ordnung statt der Incremente sub^ 
stituirt. Endlich kann man auch dasselbe Verfahren auf Functionen verschie- 
dener Ordnungen anwenden, nachdem man letztere durch Potenzirung oder 
Multiplication mit einander auf gleiche Ordnung gebracht hat. 

Dieses Theorem, welches ich gleich bei der Entstehung der jetzigen 
Invariantentheorie gefunden und (dieses Journal Bd. 39, pg. 150 und if.) 
benutzt habe, findet in dem folgenden §. insofern Anwendung, als im Functio- 
nensystem eine Function als linear vorausgesetzt wird ; in diesem Falle kann 
man nämlich aus jeder einfachen oder simultanen Invariante, welche das 
System ohne diese lineare Function besitzt, ohne Weiteres eine andere ableiten, 
welche auch die Coefficienten der linearen enthält, wenn man erstere nach den 
Coefficienten irgend einer der gegebenen Functionen differentiirt und statt der 
Incremente die entsprechenden Potenzen und Producte der Coefficienten der 
linearen Function substituirt, 

Jounial für Mathematik Bd. LXII. Heft. 4. 40 



314 Aronholdy über eine fundamenUUe Begründung der IniMtrianitemtiiearie. 

§. 11. 

Zugehörige Formen. Bestimmung der Substitationscoefficienten. 

Nach den bisherigen Entwickelungen wird man zur Bestimmung der 
Coef&cienten der transformirten Form bei der Ausführung irgend einer spe- 
ciellen Transformation die Gleichungen 

(1.) P' = r^P 

ansetzen, von welchen die Anzahl der von einander unabhängigen gerade 
so gross ist als die Anzahl der zu bestimmenden Grössen einer vollstöndigen 
Transformation, wenn man zu den letzteren ausser den Coefficienten der trans- 
formirten Formen noch die Subslitutionsdeterminante hinzurechnet. Die Gleichun- 
gen (1.) zeigen überdies sogleich, ob die allgemeinen Functionen in vorgelegte 
specielle Formen transformirbar sind, d. h. ob die über einen Theil der 
Coefficienten getroffene Verfügung erlaubt ist. Es ist nämlich sofort klar, 
dass jede Verfügung statthaft ist, durch welche keine Invariante verschwindet^ 
denn geschähe das Letztere, so müsste, da P nicht verschwindet, wegen der 
Form der Gleichungen (1.), die Substitutionsdeterminante r verschwinden, 
also eine Abhängigkeit zwischen den neuen Variabein eintreten, welche die 
Transformation illusorisch macht, während umgekehrt eine eintretende Ab- 
hängigkeit der Functionen P* von einander auf das Verschwinden einer 
zusammengesetzten Invariante hinauskommt. 

Hat man also aus den Gleichungen (1.) die Coefficienten von der 
transformirten Form und die Substitutionsdeterminante bestimmt, so bleibt noch 
die Ermittelung der Substitntionscoefficienten übrig, und ich werde jetzt zeigen, 
dass auch zu <liesem Zwecke die Benutzung der ursprünglichen Transfor- 
mationsgleichungen (§. 1 (2.)) nicht erforderlich ist. 

Wenn man nämlich zu der gegebenen Function oder zu dem gegebenen 
Functionensystem noch eine lineare Function 

(2.) U = UiXi+n2X2-\ \-u„x„ 

hinzufügt und verlangt, dass dieselbe gleichzeitig mit den gegebenen 
Functionen in 

(3.) U' = vJi + v,S, + ... + vJ^ 

transformirt wird, so treten zu den ursprünglichen Transformationsgleichungen 
noch diejenigen n Gleichungen hinzu, welche durch Einsetzen der Substitution 

(4.) X, = a:r'l. + 4''^.+-+a^i'*^f. 
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in (2.) durch Vergleichung mit (3.) entstehen, nämlich 

(5.) V, = Xi U1+X2 1h-] ha^n Un- 

Es folgt daher, dass die Anzahl der Gleichungen (1.) noch um n Gleichungen 
vermehrt werden muss, welche aus den simultanen Invarianten des gegebenen 
Functionensystemes mit der linearen U entspringen. Obwohl man durch Ver- 
bindung dieser n Gleichungen mit einander und mit den Gleichungen (1.) die 
Anzahl derselben beliebig vervielfältigen kann, so ist doch klar, dass die An- 
zahl der von einander in Bezug auf die Coefficienten von U unabhängigen n 
betragen muss, doch bleiben die oft erwähnten beiden Fälle ausgeschlossen, 
wenn entweder eine homogene Function zweiter Ordnung allein zur Trans- 
formation vorgelegt wird, oder ein System linearer Functionen, deren Anzahl 
die Anzahl der Variabein nicht übersteigt. Man kann in der That in allen 
äbrigen Fällen eine beliebige Anzahl dieser simultanen Invarianten vermittelst 
des Theoremes VI. §.10 ableiten und jedenfalls n von einander unabhängige, 
wenn man das Theorem auf n von einander unabhängige Invarianten P an- 
gewendet hat. 

Ich werde die auf diese Weise entstehenden simultanen Invarianten durch 

Uf Uf ZIf 

bezeichnen, dann erhält man die Gleichungen 

(6.) r = rK W, 

welche den Gleichungen (1.) hinzugefügt werden müssen. 

Ehe ich die Anwendung dieser Gleichungen zur Bestimmung der Sub- 
stitutionscoefficienten zeige, habe ich zuvörderst zu bemerken, dass die Functio- 
nen W, als Functionen der Grössen Uk betrachtet, solche homogene ganze 
Functionen der letzteren sind, welche Gauss zuerst zugehörige Formen genannt 
hat. Betrachtet man nämlich die Gleichungen (5.) als ein lineares Substi- 
tutionssystem, durch welches Functionen der Uj, in Functionen der v„ trans- 
formirt werden, so steht dieses Substitntionssystem zu dem ursprünglichen 
(4.) in der Beziehung, welche Gauss eine transponirte Substitution nennt. 
Die Transposition eines Substitutionssystemes besteht darin, dass die gleicb*- 
vielten Horizontal - und Verticalreihen mit einander und die Variabein 
der ursprünglichen Formen mit denen der transformirten vertauscht werden. 
In der That sind «^ die ursprünglichen, f* die neuen Variabein der Functio- 
nen Wy und sie stehen in (5.) in umgekehrter Ordnung als a?^ und 1* in (4.). 

40» 
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Mit Berücksichtigung der Relation (6.), welche ausfflhrlicher 

lautet, folgt nun, dass sammtliche Functionen W{ui , «^2 , . . . u^) durch die trans- 
ponirte Substitution in ihre entsprechenden ?P ' (f i , 1^2 9 . • • ^») übergehen, nach- 
dem sie mit einer Potenz der Substitutionsdeterminante multiplicirt worden 
sind. Dieses ist aber die Grundeigenschaft der zugehörigen Formen. 

Es folgt daher 

Theorem VII. 

Wenn eine homogene Function oder ein FuncHonensystem durch lineare 
Substitutionen transformirt wird, so giebt es immer ein System zugehöriger 
Formen, welche gleichzeitig aber durch die transponirte Substitution in ihre 
entsprechenden aus den Coefßcienten der transformirten Functionen gebildeten 
Formen übergehen, nachdem sie f)orher in eine Potenz der Substitutionsdeter" 
minante multiplicirt worden sind. Diese Formen bilden gleichzeitig die simultanen 
Invarianten des Functionensystemes mit einer linearen Function, deren Coef- 
ßcienten ihre Variabein sind, und werden in Folge dessen erhalten, wenn man 
die Invarianten des Systemes nach den Coefßcienten a^ßy,,, einer der homogenen 
Functionen, aus denen sie gebildet ist, differenliirt und statt der Incremente 
die entsprechenden Potenzen und Producte der Variabein substituirt. lieber- 
dies ist die Anzahl der in Bezug auf die Variabein von einander unab- 
hängigen zugehörigen Formen ebenso gross als die Anzahl der Variabein, und 
reducirt sieh nur in den beiden Fällen auf eine einzige, wenn sie entweder 
zu einer einzelnen homogenen Function der zweiten Ordnung oder zu einem 
System von (n—1) linearen Functionen gehört. 

Um zu zeigen, in welcher Weise die zugehörigen Formen zur Bestim- 
mung der Substitutionscoefficienten führen, denke man sich n Gleichungen von 
der Form (7.) aufgestellt, und dieselben nach den Grössen v^ aufgelöst, so dass 

(8.) f* = X,{ui,U2^...u^) 
entsteht, dann müssen durch Substitution der Werthe von v^. aus (5.) die 
Gleichungen (8.) identisch erfüllt sein, also die folgenden: 

(9.) Xi\i + X2^\i-^ hxji'^^ = At(fii,«fi, ... «ij 

für jeden Werth der Variabein u^ gelten. Setzt man daher in (9.) allmälig 

«ii = 1, «2 = 0, ... w„ = 0, 

«1 = 0, «2 = I9 • • «^« = 0, 

• • • 

• • • 

• « • 

II, = 0, fl2 = 0, ... w«= 1, 
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SO erhält man dadurch sofort die Werthe der Substitutionscoefficienten : 
(10.) a:r = X,(l,0,...0), a:f^ = jr,(0,l,...0), ... a:^^ = X,(0, 0, ... 1), 
also durch Auflösung eines Systemes von nur n Gleichungen alle n^ Sub- 
stitutionscoefficienten, was in allen bekannten ausgeführten Transformationen 
so ausgedrückt wird, dass man die Substitutionscoefficienten einer Zeile von 
denen der übrigen separirt hat. 

Es folgt aber auch, weil die linke Seite von (9.) in Bezug auf die 
Grössen «^ rational und linear ist, das sehr merkwürdige und insbesondere 
für die Auflösung algebraischer Gleichungen sehr wichtige 

Theorem VIII. 

Wenn man von den n zugehörigen Formen^ welche ein gegebenes 
Functionemyslem mit einer linearen Function gemein hat, n von einander 
unabhängige auswählt und aus diesen die Gleichungen 

W*(v,,V2,...Vn) = r\W{ui,U2,...u^) 
bildet, so sind die Auflösungen derselben nach den Grössen Vk in Bezug auf 
die Grössen u^ nicht allein rational sondern sogar linear, und die Irrationalität 
der Auflösung haftet allein an den Coefficienten derselben. 

Zur Darstellung der rationalen Auflösungen muss man sich entweder 
der durch (10.) ausgedrückten Methode bedienen, oder man muss die Coef- 
ficienten der transfprmirten Formen explicite in die Auflösung substituiren. 

Diese wesentlichen Eigenthümlichkeiten der zugehörigen Formen, welche 
ich nirgends bis jetzt publicirt gefunden habe, auf welche sich aber ver- 
schiedene elegante Rechnungsresultate von bekannten ausgeführten Trans- 
formationen zurückführen lassen, will ich an einem elementaren Beispiel 
erläutern. Ich wähle hierzu ein bekanntes und möglichst einfaches, nämlich 
die gleichzeitige Transformation zweier homogenen Functionen zweiter Ord- 
nung in andere, welche nur die Quadrate enthalten, und setze auch der 
grösseren Kürze halber nur drei Variable voraus. Sind 

(11.) F{xi, 0^2, Xi) = 2;a^x^^xx, F^{xi,X2,x^) = 2b^ix^xx 
die beiden gegebenen Functionen, so hat man im Ganzen 12 — 9+1 = 4 In- 
varianten zu bilden, und zwar: 

(12.) P = -2*101x022033, Q=^±bnb22bi3, 

als die einfachen jeder der beiden Functionen, und nach §. 10 Theorem VI. : 
als simultane. 
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Ebenso sind drei zugehörige Formen nach demselben Theorem: 

(14.) ( 
Nun seien 

die transformirten Formen, so folgt, weil k = 2 ist, 

r .P = GiGiGi^ 
(tK\ \r^.Pi = Gl Gj + öl G3 + Gj Gj . 

r^pi = G, + G, + G,, 

r\Q = 1, 

und hieraus r^ = ^, sowie die cubische Gleichung J=G^ß—G^^i+GP|—P=0 

zur Bestimmung der drei Coefficienten G^^ G^^ 63 der transformirten Form. 
Zur Bestimmung der Snbstitutionscoefficienten hat man: 

ir\W = G^G,v\ + G,G,v\ + G,G,vl, 

(16.) \r\W, = {G,+G,)vl+(G, + G,)v]+(G, + G,)vl, 
irW, = vl + vl+v], 

und die Auflösung dieser Gleichungen giebt: 

{G,-G,)(G,^G,)v] = r'[^-G,W, + G',W,), 
{G^^G,){G,-^G,)v\ = r\W-G,W, + G,'V,), 
{G,^G,){G,-G,)vl = r\W^G,V, + G^W,). 
Setzt man der Kürze halber 

WO -^1 , beiläufig bemerkt, gleich -r^ ist, so wird nach Theorem VIII. : 

eine homogene Function zweiter Ordnung der Variabein Uj,, welche ein voll- 
ständiges Quadrat ist, worauf bekanntlich auch die gewöhnliche Behandlungs- 
weise des Problemes führt, denn es ist 

iP(Wi, 112, «3)- G* ?Fi(fi,, fi2, »3) + GJ 5P2(«ii, ff2, u^) 
die zugehörige Form von F—G^Fi^ welche in zwei Factoren zerfallt. 
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Setzt man nun 



V^ = Xi «l + «2 tf2 + a?3 fh 



in (17.) hinein, so folgt nach (10.): 



xr = / 



1^(1, 0, 0) -G* fP, (1,0.0) + G*' «P. (1, 0, 0) 



« j «y(o, i . 0) - G, «p, (0, 1,0)+ c; w, (o. i, o) 



= / 



^* 



X, = y ^^ , 

was mit den bekannten Resultaten der gewöhnlichen Behandlungsweise über- 
einstimmt. 

Ich will nur noch zeigen, wie man hieraas die Wnrzeln der Gleichungen 

F = 2a^ix^xi = 0, Fl = Sb^ix^xi = 

in schliesslicher Endform angeben kann. Um eine symmetrische Auflösung 
zu erhalten ist es in allen Fällen zweckmässig, w^enn Xi^ Xi^ x^ die Wurzeln 
bedeuten, den Werth einer beliebigen linearen Function 

U = UiXi+U2X2+thX3 

derselben, oder vielmehr nur einer mit U proportionalen Grösse zu bestimmen, 
deren Coeflicienten Xi, 0^29 ^3 alsdann die Verhältnisse der Wurzeln sind. 
Nun ist für eine beliebige lineare Function, Mrie leicht ersichtlich, allemal 

t'ili+f2f2 + t'3^3 = UiXi+UiXi+u^x^; 

kann man daher die linke Seite dieser Gleichung aus den transformirten 
Formen bestimmen, so ist nur die Uebertragung in die ursprüngliche er- 
forderlich. In ersterer Form ergiebt sich aber sogleich aus 

K^ li+ 1^2+ ^ = 0' 



^1 : I2 : I3 = iG^-^G, : iG.^G, : }fG,-G,, 
also ist 



t^ifi+t^2f2+^3f3 = ViyG2—G^+V2^G3—Gi + v^-^Gi-G2, 
folglich sofort wegen (17.): 

UiXi+U2X2+UjXi = 1/^^-5 ^-^ — yi — —^ 

(18.) ' 



,/ (g3-g,)(^-g,^.+g;^,) . i/ cg,~g,)(^-g3^i+g;^t) 
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' welche Function, weil sie linear ist, die Werlhe von Xiiohixz liefert, wenn 
man respective unter den Wurzelzeichen allmälig Wi = l, «2 = 0, ii3 = 0; 
«I, = 0, «2 = 1, «i3 = 0; «1 = 0, «2 = 0, «3=1 setzt. 

Dieses Prinzip gilt allgemein für die Auflösung aller Gleichungen, so- 
weit sie algebraisch sind. 

Indem ich nun wieder zur allgemeinen Theorie zurückkehre, habe ich 
nur noch hervorzuheben, dass für die zugehörigen Formen, weil sie simultane 
Invarianten sind, auch entsprechende Differentialgleichungen existiren, welche 
erhalten werden, wenn man den Gleichungen §. 9 (2.) die von den Coef- 

ficienten u^ herrührenden D^a hinzufügt, aber man sieht sofort, dass D^„{W) in 

d^f 
Bezug auf U genommen gleich u^-^ — ist, daher sind 

(19.) r ' 

s 

die Differentialgleichungen, denen alle zugehörige Formen genügen müssen, 
und es ist wegen §. 9 (3.) 

wenn q die Ordnung der zugehörigen Form in Bezug auf ihre Variabein «^ 
bedeutet. Ist q=p, und überdies nur eine Function im Functionensystem 
gegeben, so wird 

(21.) X = Pir+H 

^ ' n 

und ist jene Form nach Theorem VI. §.10 durch erste Differentiirung einer 
einfachen Invariante entstanden, so muss y+\ die Ordnung der letzteren sein, 
also folgt, dass in diesem Falle die Werthe für l für Invariante und zuge- 
hörige Form übereinstimmen. 

Man kann aus den Gleichungen (19.) sehr leicht beweisen, dass eine 
homogene Function zweiter Ordnung eine und nur eine zugehörige Form 
besitzt. Wenn man nämlich, wie in §. 7, (5.), (6.), 

schreibt, wo 

^Qu Zw« 9 *gg 



«" » rfoj^ ' -Pf dOp, 
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ist, SO gehen die Gleichungen (19.) in 

über, und löst man dieselben ebenso wie in §. 7, (7.) auf, so folgt 



oder, wenn 



gesetzt wird, 



dW ;l 



(22 ".) 5F, («., «ä ,...«.) = 2J,i «, ux 



aber auch 



* du. 


du, ' 2 ?" ' 


dV 

^^"i - « du, 


dUa ' 2 f^' 



und da zur Coexistenz der Gleichungen (22.) erforderlich ist, dass beide 
Werthe übereinstimmen, so folgt, dass für jeden Werth der p und a 

d^d^ _ rf^, dW 

dua du^ ~~ dUf, dUa 

sein muss, also zunächst 

V = W^, 

welches die bekannte zugehörige Form ist. Ausserdem ergiebt sich hieraus, 
dass ¥^ nur noch eine beliebige Potenz von V^ sein kann. 

Der zweite Fall, welcher eine Ausnahme von der allgemeinen Theorie 
macht, ist viel einfacher zu übersehen. Ich habe schon am Ende des §. 9 gezeigt, 
dass der einfachste Fall einer simultanen Invariante die gewöhnliche Determinante 
ist. Nimmt man nun an, dass wie dort (n—i) lineare Functionen gegeben sind : 

Fl = aiXi + a2X2-\ hö«a?«, 

0) (1) (I) 

(23.) 

(H-l) (»-I) (H-I) 

und fügt die lineare Function 

U = UiXi+U2X2-\ i-u^x^ 

hinzu, so ist die Determinante 

(24.) r = -2" + ai 02 . . . a»-i ti, 

(0 (2) («-!) 
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eine lineare Function der Yariabeln Ut^ welche schon wegen des Grundprincipes 
der Multiplication der Determinante der Bedingung 

(25.) r = r.r 

Genüge leistet, sie ist daher die zugehörige Form des Systemes (23.) und sie 
ist die einzige, weil die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen für 
lineare Functionen nur eine einzige Lösung zulassen, wie schon früher er- 
örtert ist. 

Wenn die Anzahl der linearen Functionen geringer ist als »—1, so 
hat das System keine Determinante in Verbindung mit U^ und daher auch keine 
zugehörige Form, ausserdem ergeben sich leicht Modificationen, wenn eine 
Function zweiter oder höherer Ordnung zu dem linearen System hinzutritt. 
Es gilt aber in dieser Beziehung und zur Darstellung der ersten zugehörigen 
Formen überhaupt ein Theorem, welches in etwas anderer Form bekannt ist, 
und in derselben alle anfänglichen Invariantenbestimmungen geliefert hat. Wenn 
man nämlich beachtet, dass mit 

gleichzeitig 

{a^x^-\ Va^x^y = (olliH \-aJ^y 

(4r) ik) (t) (t) 

wird, und auf beiden Seiten die letzte Gleichung entwickelt, so folgt, dass mit 
der symbolischen Gleichuug, in welcher « + /3+y...=/i ist, 

(26.) al 02 al. . . = A«Äy_, 

(*} O) (*) l*) 

tfuoh die folgende 

(27.) Äi"ai iii^ . . . = a'^ß 

(*) (*) (*) (*) 

stattfindet. E^s wird dalier jede m Bezug auf die Potenzen und Prodacte p'"^ 
Ordnung der linken Seiten von (26.) und (27.) lineare Gleichung bestehen 
bleiben, wenn man für dieselben <die rechten Seiten substituirt. Es hat aber 

(I) (2) («-!) 

die angegebene Eigenschaft, unfl zufolge (25.) wird 

(28.) r^ = rm, 

daher wird durch die symbolischen Substitutionen von (26.) und (27.) die 
Gleichung (28.) noch gültig bleiben, und F^ symbolisch noch eine zugehörige 
Form des Functionensystemes (23.) sein, wenn eine der linearen Functionen 
durch eine Function F* der p***" Ordnung ersetzt wird. 
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Man kann auf dieselbe Weise ausserdem noch jede andere lineare 
Function durch eine der p^^"" Ordnung ersetzen, und auf diese Weise fort- 
fahren, so dass zuletzt eine zugehörige Form eines Functionensyslemes ent- 
steht, deren sfimmtliche Functionen von ein und derselben p^'''^ Ordnung sind. 

Setzt man alsdann alle diese Functionen einander gleich, so entsteht 
eine zugehörige Form der einen homogenen Function der p^^" Ordnung, oder 
r^' wird identisch gleich Null, und zwar wird das Letztere jedesmal eintreten, 
wenn p ungerade ist, denn jede ungerade Potenz von der Determinante F ist 
eine alternirende Function und verschwindet daher, wenn zwei Systeme ein- 
ander gleich sind. Daher folgt: 

Theorem IX. 

Man erhält für jedes FuncUonensyslem f>on {n—X) Functionen derselben 
pUn Qpfif^^f^g 0if^ß sstigehörige Form, wenn man 

F' = {^±a,a,...a^^,u,}^ 

(I) (2) (»-!) 

bildet, und statt der Potenzen und Producte a^ of 03 . . . der p^"" Ordnung die 

(*) i*) (*) 

entsprechenden Coeffidenten a^ßy . substituirt, und es bleibt dieselbe eine s^ur- 

(*) 

gehörige Form auch für ein System einer geringeren Annäht f>on FuneUoneny 
oder auch nur einer, wenn man ebenso eiele Potenzen und Producte aiO^n^... 

c*) (*) (*) 

durch die Coeffidenten ein und derselben Function ersetzt, bis erstere sämmtlich 
beseitigt sind, wenn nicht durch diese Substitution identisch Null entsteht. 

Man kann dieses Theorem auch als einen speciellen Fall der von den 
Herren Syhester und Cayley im grossartigen Massstabe aufgestellten symboli- 
schen Invariantenbestimmungen betrachten, und findet aus demselben in der 
That die einfachste bekannte Invariante einer homogenen Function geraden 
Grades, wenn man nach dem im Theorem angegebenen Verfahren die zuge- 
hörige Form bildet und statt der Potenzen und Producte ult^u] , . . der /i**" 
Ordnung die entsprechenden Coefficienten der homogenen Function substituirt. 
Ist die Function ungeraden Grades, so entsteht auch hier aus dem angegebenen 
Grunde identisch Null. 

§. 12. 

Von den Covarianten. Bestimmung der inversen Substitution. 

Man kann zu jeder zugehörigen Form, dieselbe als urspränglicli be- 
trachtet, wieder die zugehörige bilden, dann erhält man ein System von 

41» 
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Functionen, welche in derselben Abhängigkeit zu einander stehen wie die 
zugehörigen Formen zu einander, und daher die Eigenschaft haben durch die 
transponirte Substitution der transponirten ebenso in ihre entsprechenden über- 
zugehen, wie jene. Durch Transposition des transponirten Substitutionssystemes 
entsteht aber, wie aus der Definition desselben sofort hervorgeht, das ursprüng- 
liche, wenn man nur wieder die ursprünglichen Variabein schreibt, daher ist 
durch die vorstehende Betrachtung die Existenz eines Functionensystemes dar- 
gethan, welches der ursprünglich gegebenen Function respective den Functionen 
des ursprünglich gegebenen Functionensystemes coordinirt ist, und mit den- 
selben zugleich und durch dieselbe Substitution in die analog gebildeten trans- 
formirten Formen übergeht, d. h. den Gleichungen 

Genüge leistet, wenn <P eine solche Function andeutet. Wegen dieser Eigen- 
schaft werden die Functionen * Coearianten genannt. 

Aus der eben angegebenen Bildungsweise der Coearianten geht ohne 
Weiteres hervor, dass im Allgemeinen immer n in Bezug auf die Variabein non 
einander unabhängige existiren müssen, zu denen jedoch schon die gegebene 
Function F, respectiee das gegebene Functionensystem selbst gehört. Man kann 
sie aber auch selbstständig definiren. In der That denkt man sich zu den 
Gleichungen des Theoremes V. §. 6 

I^aßy,., = ^aßy... 
^i I Xi X'i • • • •*'n — r 

noch die Substitutionsgleichungen 

(3.) X, = xi''§, + x';'S,+ -. + x^:'S. 

hinzugefügt und verlangt, dass aus den Gleichungen (2.) und (3.) die sämmt- 
liehen Substitutionscoefficienten eliminirt werden, so muss man die Gleichun^ 
gen (1.) erhalten, und wegen des Hinzutretens von n Gleichungen (3.) auch in 
derselben Anzahl, 

Sowohl aus dieser Fassung, wie überhaupt leuchtet ein, dass man auch 
sämmtliche Relationen dieses Eliminationsproblemes in Form von Covarianten 
darstellen kann, da man einerseits durch Verbindung von Covarianten mit 
Invarianten neue Covarianten erhält, andererseits aus der grossen Zahl zuge- 
höriger Formen auf dem angedeuteten Wege die Anzahl der Covarianten 
beliebig vervielfältigen kann. 
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Aus den Gleichungen (2.) und (3.) kann man sehr leicht den früheren 
analoge partielle Differentialgleichungen aufstellen, welchen alle Covarianten 
genügen. Es ist nämlich nach §. 3 (7.) für eine Function: 

und ebenso nach §. 8 (9.) für ein Funclionensystem : 

Sd<i>' (o) , d<ty (o) , , doy (o) 

Es wird aber, wenn man die Gleichung (1.) nach xf^ differentiirt : 

indem man berücksichtigen mnss, dass jetzt wegen (3.) die Substitutionscoef- 
ficienten auch in den Grössen ^'/, enthalten sind. 

Bildet man aus (5.) die rechte Seite von (4.), so folgt hieraus: 

P, d0' rf|A (o) Ifb' „ dr (o) 

(6.) S^^°(*')+.5"^ <^''* =-^^<^^*^ 

und die rechte Seite dieser Gleichung ist, wie bekannt oder wegen §. 6 (9.) gleich 

0, wenn p und a verschieden sind, oder gleich .r = A*'^ wenn sie gleich 

sind; es bleibt also noch der zweite Summand der linken Seite zu bestimmen. 
Zu diesem Ende bilde man durch Auflösung der Gleichungen (3.) die inverse 
Substitution und bezeichne dieselbe durch 

(7.) h = i'!"x,+ii'\,+:.+^:'x,, 

alsdann kann man diese Gleichung entweder als identische wegen (3.) auf- 
fassen und erhält durch Differentiation nach x^ in diesem Sinne: 

oder, wenn man sie einfach differentiirt: 

dx[^' - Ari^> ""•+ dxf "^^ + dr<^> ^^ 

und daher durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen von einander: 

dh ^Ä)t 



326 Aronhold, über eine fundamentale Begründung der Iwoarianienikeorie. ' 
Es folgt daher, wenn man diese Differentialquotienten in (6.) substituirt: 

^D^{^'P')-^,2^exT = l'i*' oder =0, 

und endlich, weil wegen (3.) und (7.) 

2t^'^xf = \ oder =0 
ist, je nachdem A = a oder beide verschieden sind, 

(8.) gD^^(*V^,4^ = i*' oder = 0. 

Diese Differentialgleichungen enthalten explicite weder die Substitutionscoef- 
ficienten noch die Coefficienten der ursprfinglichen Formen, daher gilt auch 
das System 

zur Definition der Covarianten ^. 

Die Gleichungen (9.) unterscheiden sich yon den analogen Gleichungen 
§.11 (19.), welche die zugehörigen Formen definiren, dadurch, dass hier die 
zweiten Glieder der linken Seiten negatiee Vorzeichen haben^ und dass g mit 
a f>ertauschl ist. 

Die Bestimmung der Grösse l dndert sich auf analoge Weise. Bildet 
man nämlich wie in §. 9 

und beachtet, dass, wenn ^ von der g*^" Ordnung in Bezug auf die Yariabeln ist, 

d(P ^ d0 , , d0 , 

wird, so folgt 

Piri+P2r2'i ^Pmrm-q = nX 

oder 

(10.) X = P«y'+P«^«'^ ^P^r^ — q 

Die wesenttichste Anwendung der Covarianten besteht darin, dass sie 
ebenso wie die zugehörigen Formen die Substitutionscoefficienten bestimmen, 
aber mit dem Unterschiede, dass sie die inverse Substitution geben. Um die 
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CoefGcienten |f ^ dieser Substitution nicht durch Auflösung der urspranglichen 
zu finden, was sehr bedeutende überflüssige Factor en hineinziehen würde, 
könnte man die Gleichungen (7.) von §.11 nach den ursprünglichen Yariabein 
Ut auflösen, aber diese sind in ganz allgemeinen Formen enthalten und würden 
daher erfordern, dass man mit den ganz allgemeinen Formen bei der Auf- 
lösung operiren müsste, was, abgesehen von der practischen Unausführbarkeit, 
zu jeder anderen als der jedesmal vorliegenden speciellen Transformation ebenso 
gut passen würde, wodurch der Vortheil der Specialisirung und ihr Charakter 
gänzlich unberücksichtigt bliebe, während die Auflösung der Gleichungen §.11 
(7.) nach den Grössen v^ diesen doppelten Zweck erreichen lässt und daher 
die genuine ist, wenn es sich um die Bestimmung der Substitutionscoefficienten 
4^^ handelt. 

Das Umgekehrte hiervon leisten die Covarianten. Stellt man n von 
einander unabhängige Gleichungen von der Form: 

(11.) *'(^i,f2,...l«) = r^*(a?na:2, ...a:J 

aus denselben her, und löst diese nach den Grössen Sk, &lso wieder nach 
den Yariabein der transförmirten Formen auf, so dass dadurch die Gleichungen 

(12.) §h = S'h{Xi^Qß2^...Xn) 

entstehen, dann folgt aus (7.) die identische Gleichung: 

(13.) Si^^Xi + ^2^^Xi'\ \'Sn^^X^ = Sh{Xi^X2^...X^)^ 

und setzt man demnach, wie in §.11, allmälig 

a?i = 1, a:2 = 0, ... a?„ = 0, 

•l/j " — v, X^ ~~" •■•, ... iüf^ — VF, 



iTi = 0, a?2 = 0, ... a?, = 1 , 
so folgt: 

(14.) |/*^ = 5'ä(1,0,...0), ff^ = 5'Ä(0,l,...0), ... fi'^ = 5'Ä(0,0,...l). 

Es werden also die CoefGcienten der inversen Substitution ebenfalls durch 
Auflösung von nur n Gleichungen erhalten. 

Ueberhaupt giebt die Gleichung (13.) das ebenso wichtige, dem Theorem YI. 
§.11 entsprechende 

Theorem X. 

Wenn man i^on den Coearianten einer eina^etnen homogenen Function 
oder eines Funetionensgstemes n eon einander unabhängige auswählt und die 
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aus denselben gebildeten n Gleichungen von der Form: 

nach den Grössen 1« auflöst ^ so kann man die Werthe der '§„ nicht allein als 
rationale sondern sogar als lineare Functionen der Grössen x^ darstellen und 
es haftet die Irrationalität der Auflösung allein an den Coefficienten der 
Variabein. 

Um die gegenwärtige Substitutionsbestimmung ebenfalls durch das ele- 
mentare Beispiel §.11 zn erläutern^ seien wieder 

F{xi^ ^2, Xi) = 2a^ix^xxj Fi{xi , X2, x^) = 2b^xx^xi 

zwei homogene Functionen der zweiten Ordnung, welche in folgende: 

(15.) F'(|„ 'i,, I3) = G,§^+G,'e, + Ga'., F;(|,, I,, I3) = ^l+^i+^l 

transformirt werden sollen. Entnimmt man aus §.11 (14.) die drei zuge- 
hörigen Formen: 

¥^(fii, 1*2, fij), ¥^i(w,, 1^2, fij), ^2(«n «2, «3) , 

von denen die mittlere die simultane ist, und bildet zu denselben nochmals 
die zugehörigen Formen, so reproducirt man, wie bekannt, durch die erste 
und dritte die ursprünglichen Functionen F und F^ selbst als Covarianten, 
hingegen giebt die mittlere die noch fehlende dritte Covariante, welche durch 
* (xi , iTj , a?3) bezeichnet werden soll. In der transformirten Form ist die zu- 
gehörige Function zu V,{v,,V2,v^) = {G,^-G,)v\ + {G^+G,)v\+{G,+ G,)v\ die 
folgende : 

*'(fi,^2,l3) = {G,+G,)[G,^-G,)^\+{G,^G,){G,-\-G,ye, + {^^^ 

also erhält man, da 

*'=r'*, r = F, F[=F, 

ist, die folgenden drei Gleichnngen: 

ir\4>{x,,x,,x,)=[G,+G,){G,+G,)^MGi+^^^ 
(16.) F{x,,x,,x,)= G. I!+ G,'e,+ G3IS, 

' F,{x,,x,,x,)= 11+ l^-f 1^ 

und als Auflösung derselben nach li% ^2% ^3^'- 

aG,-G,){G,-G,)V, = r\*-(G2 + G3)F~G,((?, + (?3)F,, 

(17.) (G2-G3)(Ga-G,)^.^ = r^*-(G3+G0F-G,(G3 + G0F|, 

1(G,-60(G3-G0l3' = r\^-(G, + G,)F^G,{G,+G,)F,. 
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Aus den Formeln §.11 (15.) folgt 

u. s. w.; daher ist 

J,J,' = 4> + (G,Q-Q,){F^G,F,), 
also 



worin für k allmälig 1^ 2, 3 zu setzen ist. 

Die Grösse unter dem Wurzelzeichen in (18.) muss nun nach dem 
entwickelten Princip in Bezug auf die Variabeln x^^ x^^ x^ ein vollständiges 
Quadrat, d. h. S eine lineare Function derselben sein, und daher nach (14.) 
die folgenden iuf^ersen Substitutionscoeiücienten liefern: 



.W ^ y 0(1,O,O) + (g.Q-g.){ni,O,O)-g.F.Cl,O,O)| 

.(*) _ -/ tf>(o, i,o)+(g*(?-(?,)|f(o,i,o)-g*f.(o, iTW 

.(*) ,/ <f>(0, 0, 1) + (GtQ-QJ { FCO, 0, 1) - G,F, (0, 0, 1)} 



= / 



Die weitere Anwendung dieser Transformation giebt auch die Auflösung der 
Gleichungen 

(19.) F(xi,X2^X3) = 0, Fi{xi, x^, x^) = 

in einer anderen Form als in §.11 (18.), nämlich die Reduction derselben 
auf lineare Gleichungen. Löst man nämlich die Gleichungen (19.) in den 
transformirten Formen (15.) auf, so erhält man 



fi : I2 : ^3 = }/G2~G3 : }/G,-G, : ^G.^G, 
und durch Substitution dieser Werthe in (18.): 



yO^—G^ : iG^—Gi : }/Gi — G2 = ^li^i^ a^^, 0^3) : 3^2(0:^, x^^ x^) : S^^x^^ x^^ ^3), . 

welche Gleichungen nach dem Obigen in Bezug auf die Unbekannten Xi^ a^, Xj 
linear sind. 

Das höchst einfache Princip, welches in den Gleichungen (14.) und im 
Theorem X. enthalten ist, umfasst beinahe alle Probleme der rationalen Algebra, 
und man kann die grosse Reihe eleganter Darstellungen, welche an ver- 
schiedenen Orten für Probleme, welche dem behandelten Beispiel analog sind, 
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gegeben worden sind, und welche jedesmal durch geeignete Formenbildungen 
bewiesen werden, auf obige Quelle zurückführen. Ich habe schon im §.11 
bemerkt, dass ich diese Vorstellungsweise von dem Charakter sowohl der 
zugehörigen Formen als der Covarianten bis jetzt nirgends vorgefunden habe, 
während ich denselben gleich von vorne hinein schon in meiner in der Ein- 
leitung citirten Abhandlung vom Jahre 1851 so aufgefasst habe. Ich glaube 
daher, dass es nicht überflüssig ist, als Resultat der in §.11 und in diesem §. 
gegebenen Darstellungen hervorzuheben, dass jedesmal, wenn man die ge- 
gebene homogene Function oder das gegebene Functionensystem einer be- 
liebigen linearen Transformation unterworfen hat, 

IJ die rechten Seiten der transponirten Substitution selbst: 

ein vollständiges System eon n eon einander unabhängigen »ugehärige» Forme» 
der ersten Ordnung in Bezug auf die Variabein u„y 

2) die rechten Seiten der ineersen Substitution selbst 

Sk = §1 ^1 + ^2 iCaH |-S» ^n 

ein tollständiges System eon n eon einander unabhängigen Coearianten der 
ersten Ordnung in Bezug auf die Variabein x^ bilden^ 

3) dass diese Systeme im Allgemeinen irrationale Coefficienten haben, 
und dass Me übrigen rationalen zugehörigen Formen und Covarianten cUs 
symmetrische Functionen der respectiee unter 1) und 2) angegebenen aufzu- 
fassen sind. 

Hierdurch tritt deutlich hervor, dass es von grosser Wichtigkeit ist, 
wenn man für eine gegebene Function oder für ein gegebenes Functionen- 
system rationale zugehörige Formen und Covarianten der ersten Ordnung 
finden kann; es hat in der That zuerst Herr Hermite in seiner schönen Ab- 
handlung über die binären Formen der fünften Ordnung (Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal Vol. IX) gezeigt ,_ dass für diese binären Formen der- 
gleichen existiren, und durch dieselben eine merkwürdige Transformation be- 
gründet. In einer späteren Abhandlung (dieses Journal Bd. 57, pag. 375) hat 
derselbe auch die linearen rationalen Covarianten für ein System von drei 
homogenen Functionen zweiter Ordnung von drei Variabein aufgestellt, und 
endlich hat Herr Salmon in den Philosophical Transactions 1860 pag. 236 auch 
ihre Existenz für die cubischen Formen von vier Variabeln nachgewiesen. Sie 
finden sich überdies noch in vielen anderen Fällen, jedoch, wie man leicht 
aus der Gleichung 
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n ^ 

welche den Exponenten der Substitutionsdeterminante nach (10.) in diesem 
Falle bestimmt, schliessen kann, in denjenigen Fällen sicher nicht, in welchen 
p d. h. die Ordnung der Function durch n theilbar ist, weil l für rationale 
Covarianten offenbar eine positive ganze Zahl sein muss. 

§. 13. 
Von den FunctioDalinyarianten. 

Ich habe nicht die Absicht bei den gegenwärtigen allgemeinen Ent- 
Wickelungen die eigentliche Formenbildung mit zu berücksichtigen, welche man 
auf eine sehr ausführliche Weise in den bekannten Abhandlungen und Werken 
über diesen Gegenstand vorfindet. Indessen dürfte es doch zweckmässig sein 
mindestens ein Princip hier genauer zu verfolgen, welches eine directe Dar- 
stellung der Covarianten gewährt, und in seinen weiteren Consequenzen die 
ganze vorliegende Theorie umfasst. Dasselbe beruht auf einer weiteren Ver- 
allgemeinerung des Begrifl^s der Jaco6fSchen Functionaldeterminante, und datirt 
von der Determinante des Herrn Hesse her, dessen Untersuchungen überhaupt 
die ersten Principien der Invariantentheorie hervorgerufen haben. Es macht 
gleichzeitig eine Reihe von Operationen und Benennungen, welche man in 
englischen Werken findet, wie Evectant, Emanant, Cogredient überflüssig, indem 
es diese scheinbar verschiedenartigen Processe auf eine einzige Quelle zurück- 
führt und überdies umfassender ist. Dasselbe findet sich bereits in meiner 
Abhandlung über die cubischen Formen (dieses Journal Bd. 55, pag. 86), 
soweit es dort erforderlich war, und ich glaube, dass die Benennung der 
Formen, welche das Princip liefert, wie ich sie in der Ueberschrifl angegeben 
habe, sich durch die Analogie mit den entsprechenden «/acofrtschen empfiehlt, 
und dadurch leicht versländlich wird. 

Wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen eine 
homogene Function der p*""" Ordnung allmälig in den folgenden Formen schreibt : 



p ( * da?, da?, " dxn 

i { ^ d'F .^ d'F , .2 d'F 



pCp-0' d^] Ap,^, * da?J 



1 iu. ä'F , ^^j^^ d^F , ^d'F 

42» 
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SO Stellt sich bei der Transformation dieser Functionen dnrch lineare Sub- 
stitutionen heraus, dass es gleichgültig ist, ob man die Function F in einer 
dieser Formen, z. B. 

^ - p(p-i)...(p-Är + l)^ dx-^dx^^dxi...'^'^''^'"' 

wo a+/3+yH — = k ist, als homogene Function in Bezug auf die explicite 
stehenden Yariabeln transformirt und nachher die Substitution in den Coef- 

ficienten g — ; — ausführt, oder ob man F gleich vollständig Irans- 

dx*l dx\ dx] . . . 

formirt. Denn die CoefBcienlen einer transformirten Form der p'''" Ordnung 
werden nach dem Taylorschen Satze dadurch gebildet, dass man die Function 
p mal hintereinander differentiirt und statt der Incremente jedesmal gleiche 
oder verschiedene Systeme der Substitutionscoefficienten setzt, welche je einer 
Verticalzeile der Substitution angehören. Die oben angedeutete unterbrochene 
Transformation würde aber erfordern, dass man in diesem Sinne erst die 
Ä'**" DifiFerentiale bildet und dann von denselben die .(p — Ar)*''" nimmt, was aber 
wieder die p^^'' giebt und daher zu demselben Resultate führt. 

Hieraus geht hervor, dass jede einfache oder simultane Inearianle des 
Functionensystemes (1.)? welche aus den einstweilen als constant betrachteten 
CoefßdefUen der explicite stehenden Variabein gebildet ist^ eine Covariante 
der Function F werden muss^ denn bezeichnet 4> eine solche Invariante, so 
genfigt sie der Gleichung 

und diese Gleichung bleibt aus dem oben angegebenen Grunde noch bestehen, 
wenn jetzt ^' und ^ als veränderlich gedacht werden und man auf ^' die 
ursprüngliche Substitution anwendet. 

Man fiberzeugt sich leicht davon, dass auf diese Weise unter der 
vielfältigen Anzahl der Covarianten sicher auch die normalmässige Anzahl 
der von einander unabhängigen gefunden wird, denn die Anzahl der von 
einander unabhängigen Invarianten des Systems (1.) ist mindestens grösser 
iiIh die Anzahl der Variabein, indem beispielsweise schon die einfachen In- 
varianten nur einer der Functionen des Systemes (1.) von einer gewissen 
Ordnung an diese Zahl überschreiten, und es sind auch die entsprechenden 
(*ovarianten, wenn man sie sowohl in Bezug auf die CoefGcienten als in 
Uoxug auf die Variabein betrachtet, von einander unabhängig, nur kann man 
durch Elimination der n Variabein aus je n + l derselben das jedesmalige 




Aronholdy über eine fundametitale Begründung der Invariantentheorie. 333 

System auf ein anderes reduciren, welches nur n mit Variabein versehene 
Covarianten behält, wahrend die übrigen, weil sie von den Variabein befreit 
sind, Invarianten werden. 

Wenn statt einer einzelnen Function ein ganzes Functionensystem ur- 
sprünglich gegeben ist, so gilt das vorstehende Gesetz offenbar in derselben 
Weise, d. h. man kann ebenso viele Systeme (1.) bilden als Functionen im 
Systeme gegeben sind und alle zu einem System verschmelzen, aus welchem 
alsdann gemeinschaftlich einfache und simultane Invarianten in der bezeichneten 
Weise entnommen werden. Der speciellste Fall hiervon tritt ein, wenn die 
Anzahl der gegebenen Functionen der Anzahl der Variabein gleich ist, und 
jede Function nur in der Form der ersten Gleichung (1.) d. h. als lineare 
Function der explicite stehenden Variabein geschrieben wird. Ein solches 
System hat nur eine Invariante, nämlich die Determinante, welche Jacobi die 
Functionaldeterminante genannt hat. Da hiernach eine Verallgemeinerung dieser 
Functionsclasse gewonnen ist, welche auch noch in anderer Beziehung mit 
derselben analog ist, so will ich alle in derselben enthaltenen Covarianten 
Functionalinearianten nennen, und sogleich bemerken, dass, wenn auch nicht 
alle Covarianten von selbst Functionalinvarianten sind, dennoch, nach dem 
Vorhergehenden, sich jede aus Functionalinvarianten und constanten Invarianten 
zusammensetzen lässt. Es soll übrigens jener Beisatz auch jedesmal dem 
Namen einer besonderen Invariante, wenn sie einen solchen hat, beigefügt 
werden, sobald sie aus den Coefficienten eines oder mehrerer der Systeme (1.) 
gebildet wird. Wenn man also, nach der treffend gewählten Bezeichnungs- 
weise des Herrn Sylvester, Discriminante diejenige Invariante nennt, welche 
durch ihr Verschwinden das Endresultat der Elimination der Variabein aus den 
Gleichungen 



dx^ dx^ ' dx, 

ausdrückt, so nenne ich z. B. jede aus den z^'**" Differentialquotienten der Function 
gebildete Discriminante eine Functionaldiscriminante. Die Functionaldiscrimi- 
nanten besonders zeichnen sich durch Eigenschaften aus, welche sie mit den 
Functionaldeterminanten gemein haben, ich kann indessen hier nicht darauf 
eingeben. 

Aber das angegebene Gesetz hat noch eine weitere Ausdehnung; es 
gehört nämlich schon jede einzelne homogene Function zu einem Functionen- 
System, dessen Functionen gleichzeitig mit der gegebenen transformirt werden, 
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nämlich zu dem System ihrer Cavarianten, mithin kann man das angegebene 
Gesetz auch auf jede Covariante anwenden, indem man selbige allmalig nach (1.) 
als homogene Function der ersten, zweiten u. s. w. ür"'" Ordnung schreibt und 
zu dem vorhandenen System hinzufügt. Es gilt also alles zusammengefasst : 

Theorem XI. 

Wenn man nach dem Satze i^on den homogenen Functionen jede Function 
eines gegebenen Functionensgstemes alUnälig als homogene Function der ersten, 
zweiten u. s. w. V*^ Ordnung in Bezug auf die explidte stehenden Variabeln 
betrachtet und aus den Coefjßdenten derselben einfache und simultane Invarianten 
bildetf so sind letztere eine l>estimmte Classe von Covarianten — Funclional- 
invarianten — ^ aus welchen sich alle übrigen zusammensetzen lassen. Wenn 
man femer jede ermttelte Covariante , nach demselben Satz, in den Formen 
der ersten, zweiten tr. t. w. V^" Ordnung in Bezug auf die explidte stehenden 
I ariabeln schreibt und dem angegebenen System beifügt, so sind die einfachen 
us$d simultanen Invarianten des vereinigten Sgstemes ebenfalls Covarianten der- 
selben Art. 

Ferner als Zusatz: 

HVfiJi man aus den Coeffieienten des durch Theorem XI. entstandenen 
Sgstemes in derselben Weise Covarianten bildet, so erhält man neue Covarianten. 

Diese letzteren würden alsdann Functionalcovarianten genannt werden 
mAssen. 

Da endlich die letzt^i Ableitungen der gegebenen Functionen und der 
Cuvarianlen constant sind« so erhftlt man auf dieselbe Weise auch Invariantra, 
so dass das Theorem in vielen Fftllen hinreicht^ um ein vollständiges System 
von einander unabhingiger Invarianten und Covarianten zu bilden, wenn man 
oino einiige Invariante kennt. 

Die vorstehenden Sülze finden auch unmittelbar auf die zugehörigen 
Formen Anwendung. Da nimlich alle zugehörigen Formen eines Systemes 
ebenfalls durch ein und dieselbe Substitution, welche aber die transponirte ist, 
gleiohieilig in ihre entsprechenden transformirt werden, so folgt, dass sie in 
der Keiiehung von Covarianten m einander stehen, also gilt 

Theorem XII. 

Wenn rinr einzige z^igehiirige Form bekannt ist, und man lässt dieselbe 
die Stelh 4ee msfrilmg l i rk gegebenen F^cHon im Theorem XL vertreten, so 
kmm mm mtf ^Hmetbe Weise Sgsteme vom neuen zugehörigen Formen ableiten, 
if^ nm nei^tm XL i^ormrinnten hervorgehen. 
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Die folgenden speciellen Sätze, welche hinlänglich bekannt sind, er- 
geben sich ohne Weiteres aus der vorstehenden Theorie, wenn man beachtet, 
dass die letzten Ableitungen einer homogenen Function ihre Coefficienten re- 
produciren : 

a) Jede aus den Coeffidenten einer Covariante gebildete Invariante^ 
Cavariante oder zugehörige Form ist respeetive auch eine solche für die ur- 
sprüngliche Function selbrt. 

b) Alle aus den Coeffidenten einer zugehörigen Form gebildeten Inr- 
Varianten sind wieder Invarianten y hingegen die Covarianten und zugehörigen 
Formen umgekehrt zugehörige Formen und Covarianten. 

Der folgende §. wird weitere Ausdehnungen dieser Theoreme zeigen. 

§. 14. 

Von den Zwischenformen. 

Wenn man auf eine lineare Function 
gleichzeitig die ursprüngliche Substitution 

(1.) x, = x'^'Si+xf's^+.'.+x':'^^ 

und die transponirte 

(2.) Vj, = arf^Wi + xfVn \-x'n^u^ 

anwendet, so ergiebt sich sehr leicht, dass U direct in die entsprechende: 

übergeht. In der That setzt man (2.) in U' ein und ordnet nach den Grössen 
11*, so entsteht wegen (1.): 

(3.) U' = U. 

Diese sehr evidente Gleichung ist nichts desto weniger sehr wichtig. Wenn 
man zunächst bemerkt, dass die Auflösung der Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten dadurch auf eine symmetrische Weise bewerkstelligt werden kann, 
dass man eine beliebige lineare Function (/ der Wurzeln sucht, so folgt aus (3.), 
dass nur erforderlich ist, eine derartige Auflösung in irgend welchen passend 
gewählten durch lineare Substitutionen transformirten speciellen Formen zu 
bewerkstelligen, d. h. eine lineare Function U' der transformirten Wurzeln zu 
finden, und die Coeffidenten v^ durch zugehörige Formen nach ^.11 darzu- 
stellen, wie ich auch in dem Beispiel des §.11 gezeigt habe. Mit welchen 
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Irrationabilitäten alsdann auch U' behaftet erscheint, so findet man dennoch die 
Coefficienten der Uk d. h. der Wurzeln ohne Weiteres, wenn man allmfilig 
II, = 1, «^ = 0, . . . «I« = ; tti = 0, 1*2 = 1, «3 = 0, . . . «^ = u. s. w. setzt, weil 
wegen (3.) für jeden beliebigen Werth der u^, U' = U ist. Sieht man von 
dem algebraischen Problem, also davon ab, dass die Variabein x^ und §k 
specielle Werthe annehmen, so wird man im Allgemeinen für jedes System 
gegebener Functionen eine lineare Function U durch die zugehörigen For- 
men desselben in Verbindung mit den Co Varianten auf irrationale (wenn 
auch nicht immer explicife) Weise darstellen können, wenn man durch n von 
einander unabhängige Covarianten die 2n Variabein ausdrückt und in U ein- 
setzt. Es hat sich nun in mehreren Fällen herausgestellt, wie z. B. bei der 
von Herrn Cayley gegebenen Darstellung eines linearen Factors der cubischen 
und biquadratischen Gleichung vermittelst Covarianten (dieses Journal Bd. 50 
p. 287), dass man hierbei zu complicirteren Resultaten gelangt, als sie die 
gewöhnliche Auflösung der Gleichungen ergiebt. Dasselbe findet in erhöhtem 
Masse statt, wenn analoge Probleme auf Gleichungen mit mehreren Unbekann- 
ten führen, indem sogar die Irrationalität einen höheren Grad annehmen kann, 
als nothwendig ist. Den Grund hiervon habe ich darin gefunden, dass unter 
den mannigfach vorhandenen Formensystemen ein drittes Functionensystem 
existirt, welches als den zugehörigen Formen und Covarianten coordinirt an- 
gesehen werden muss, und welches überdies eine nothwendige Zwischenstufe 
zwischen den zugehörigen Formen und Covarianten einnimmt. Ich habe daher 
die Functionen dieses Systemes Zwischenformen genannt. Bezeichnet tnan 
durch (•) eine Function gleichzeitig der Variabein x^ und Uj,, so ist dieselbe 
Zwischenform, wenn sie der Gleichung 

(4.) 0'{§i,^2'i'"§n;Vi'i^2,'"V^) = r^f->(x,,a!,,, ... jr^;W|,i«2,... wj 
genügt y sobald man auf die Variabein x„ die ursprüngliche und auf die Va- 
riahein Ui, die transponirte Substitution anwendet. 

Zu diesen Zwischenformen gehört von selbst die lineare Function (7, 
weil sie der Gleichung U' = U genügt, ferner jedes Product von Potenzen 
der zugehörigen Formen und Covarianten; eigentliche Zwischenformen sind 
aber die auf folgende doppelte Weise gebildeten Functionen: 

a) Jede simultane Coeariante, welche eine homogene Function oder 
ein Functionensystem mit der linearen Function U gemein hat. 

b) Jede zugehörige Functionalform, d. h. jede Function, welche entsteht, 
wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen das gegebene 
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Functionensystem und dessen Coearianlen in den f>erschiedenen Formen des 
Theoremes XI §. 13 schreibt und alsdann^ statt Invarianten, zugehörige Formen 
am den Coefßdenten des Sgstemes zusammensetzt. 

Hier tritt nun das Theorem IX. §.11 zur vollen Geltung, nach welchem 
man wegen b) ganz direct vielfache Systeme von Zwischenformen ableiten 
kann^ indem man nämlich aus den Functionensystemen : 

^ _ i y, d^0 ^ ß r 

die zugehörigen Formen des Theorems IX §.11 entweder simultan entnimmt, 
in weichem Falle Ar jeder ganze Zahlenwerth kleiner als die Ordnungen von 
F und * sein kann, oder aus jeder der Functionen einzeln, im letzteren 
Falle aber k gerade voraussetzt. 

Es ist jedoch nach dem Früheren die Anzahl der in Bezug auf beide 
Systeme von Variabein von einander unabhängigen Zwischenformen gleich 
2n, in Bezug auf jedes System einzeln gleich n, und eliminirt man aus je 
(w+l) derselben ein System der Variabein, so ist das Endresultat der Elimi- 
nation entweder eine Covariante oder eine zugehörige Form, je nach der 
Wahl der eliminirten Variabein. 

Die Zwischenformen genügen selbstständig einem System von partiellen 
DiiTerentialgleichunfiren, welches sofort aus §.12 (9.) abgeleitet werden kann, 
wenn man dieses System für ein Functionensystem bildet, dem man noch die 
lineare Function U beigefügt hat, nämlich 



(5.) 



^D,,i0)+u,^^-x„-^ = 1.6, 



de de 

> du, ^^ dx, 



und es ist alsdann 

wenn in Bezug auf die Variabel x^ von der ^r*"' und in Bezug auf die 
Variabein «* von der ^fj*"" Ordnung ist. 

Die Zwischenformen welche einer einzigen homogenen Function an- 
gehören, sind von besonderer Wichtigkeit, daher will ich einige auf dieselben 
bezügliche Theoreme und Sätze für diesen Fall besonders vorführen. 
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Theorem XIII. 
Wenn und & zwei beliebige Zwischenformen sind^ welche auch 
einander gleich sein können, und man ordnet eine derselben in der Theorem XI. 
§, 13 angegebenen Weise nach den Variabein x,,, die andere in der Theo- 
rem XII . §, 13 angegebenen Weise nach den Variabein Uk, so dass sie in Bezug 
auf die explicite stehenden Variabein tion gleicher A'*''^ Ordnung sind, also 

1 

ist, wo 0;eiu... und d'^x^,,, der Kürze halber die Ä'"' Ableitungen nach den 
Variabein respectite x^ und u,^ bedeuten, so ist 

(8.) 0, - ^^0,,„...i^.,„,.. 

eine neue Zwischenform der ursprünglichen Function, 

Zum Beweise des Salzes will ich die partiellen Differentialgleichun- 
gen (7.) auf eine einzelne Function anwenden, in welchem Falle sie in 

^g^ |^.«'(^) + «<'^--.:^ = ^^ «der=0, 

^e-W + Wo-^-^e-l^^^i^ Oder =0 

für die Functionen und & übergehen. 

Da diese Gleichungen identisch erfüllt sind, so müssen sie auch noch 
bestehen, wenn man sie nach den Variabein respective Uj, und x^ Ämal dif- 
ferentiirt und statt der A"^" Potenzen und Producte der Incremente beliebige 
Grössen auf beiden Seiten der Gleichungen setzt. Es sollen nun in der ersten 
der Gleichungen (9.) statt der Potenzen und Producte der Incremente dx^ A*"' 
Ordnung die entsprechenden O^^x^,^, und in der zweiten statt der Potenzen und 
Producte der Incremente du^ A'*"' Ordnung die entsprechenden 0,^^... gesetzt 
werden. Dadurch gehen offenbar sowohl als d^ in 0| über, ferner wird 

D^{0) in eine Function: 1)1^.(0) und D^,„{&) in eine Function : Dlf\&) von 
der Art übergehen, dass 

wird, wie man sich leicht überzeugen kann, wenn man auf der rechten Seite 
von (8.) die Operation D,,^ sowohl auf die ersten Factoren als auf die zweiten 
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Factoren der einzelnen Terrae anwendet, endlich wird auch 

d0 , dd de. 



du^ ' ••'' du^ •'*' du^ ' 



de , d& de. 



<' dXa ' ^ rf.la ^ rfir 



9 



* - ' _l)...(g_Ä.t-l) -^-^^^'^/'..^'^i^/i 



folglich erhält man nach Addition der Gleichungen (9.) 

D,aW+n„-^-x.,-^ = iX+X,)0 oder =0, 

welche Gleichung 0, als Zwischenform definirl, wie verlangt wurde. 

Als specieller Fall desTheoremes ergieht sich zunächst folgender Satz: 

1. Wenn eine Covariante und W eine zugehörige Form ist, und man 
schreibt beide in den Formen (7.): 

\ 

ebenfalls non gleicher h^^"^ Ordnung in Bezug auf die explicite stehenden 
VariabelUy so ist 

eine Zwischenform, 

Die Gültigkeit des Satzes ergieht sich sofort, sei es dass man denselben 
als Zusatz zum Theorem betrachtet, oder auch von Neuem beweist, indem man 
in den Gleichungen (9.) * statt 0, ^ statt i^ setzt, und die in der ersten 
derselben befindlichen Difi*erentialquotienten nach den Yariabeln u„y sowie die 
in der zweiten vorkommenden Differentialquotienten nach den Yariabeln x^ 
gleich Null setzt. 

Da die Coefficienten der Functionen * und V^ durch die letzten Ab- 
leitungen derselben nach den Yariabeln reprodncirt werden, so erhält man in 
weiterer Specialisirung von 1) den folgenden bekannten Satz: 

2. Wenn 

* = ^^b.Xf,,., x^xxx^ . . . , 'F= 2:2s,i^,,„ u^uxu^ . . . 

eine Coeariante und eine zugehörige Form derselben Ordnung in Bezug 
auf die Variabein sind, so ist immer 

eine Invariante, wenn hingegen ^ con höherer Ordnung als W ist, so wird 

43* 



340 Aronholdy über eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie. 

eine Covariante, und wenn endlich W t>on höherer Ordnung als 4> ist, 

eine zugehörige Form, eoramgesetzt , deus die Ableitungen *xi«... und 
^xift.,, die Coefßcienten der Functionen: 

xlti.., ^K ^X ^jU • • • 9 

sind, welche in Bezug auf die explicite stehenden Variabein dieselbe Ordnung 
haben, als jedesmal die Variabein von respective V und erreicheti. 
Man kann durch Anwendung der früheren Sätze über Invarianten^ zu- 
gehörige Formen und Co Varianten, die Anzahl der Zwischenformen beliebig 
vervielfältigen, insbesondere indem man sie nach den Variabein Xt oder ti^, wie 
unter (7.) geschehen ist, anordnet und alsdann aus ihren Coefficienten Funclional- 
formen bildet, woraus alsdann folgender Satz hervorgeht, dem sich noch 
mehrere ähnliche leicht anreihen lassen: 
3. Wenn man eine Zwischenform nach den Potenzen und Producten der 
Variabein x„ vollständig ordnet, so dass die Coefßcienten nur Functionen 
der u„ und der Constanten sind, so ist jede am diesen Coefßdenteti ge- 
bildete Covariante eine Zwischenform, und jede aus denselben zusammen- 
gesetzte Invariante und zugehörige Form eine zugehörige Form. Wenn 
man hingegen dieselbe Anordnung nach den Variabein u^ macht, so dass 
die Coefßcienten nur noch Functionen der x^ und der Constanten sind, 
so ist jede aus diesen Coefßcienten gebildete zugehörige Form eine 
Zwischenform und jede Invariante und Covariante eine Covariante der 
ursprünglichen Function oder des Functionensystemes. 

Ich schliesse diese Entwickelungen über Zwischenformen noch mit 
folgendem Theorem, welches symbolisch die partiellen Differential- Gleichungen 
enthält, denen die Invarianten einer homogenen Function genügen, und welches 
dadurch einen Gesichtspunkt zur Verallgemeinerung dieser Relationen bietet. 

Theorem XIV. 
Bezeichnet man durch 

(10.) w= ^^p,,^.«,«,«^... 

eine zugehörige Form, welche durch Differentiirung einer Invariante P ent- 
standen und daher von derselben p^"* Ordnung in Bezug auf die Variabein ist^ 
als die ursprüngliche Function: 

(10".) F = 2:2a,if,,,x^xxx^..., 
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und bildet man nach Theorem XIII. die Zwischenform 

(11.) = JS'-S'?^,^.. F,,..., 

in welcher ^P^^... und Fi^,,, die durch p\ dimdirten {p—XJ^'' Ableitungen t>on V 
und F nach den Variabein bedeuten , also in Bes&ug auf letztere linear sind, 

so ist immer 

(12.) p.0 = k.P,{u^x^-\-U2X2'\ Vn^x^), 

d.h. die lineare Zwischenform (11.) ist gleich der evidenten Zwischenform U 
multiplicirt mit der Invariante P und einem Zahlenfactor. 

Der Beweis ergiebl sich sofort, wenn man (10.) und (10".) in (11.) sub- 
slituirl, indem der CoefBcienl von u^x^ der rechten Seite von (11.) dadurch in 

1 

übergeht, was nach §. 5 (4.) gleich — D^o{P) ist. Da nun P den partiellen 

Differentialgleichungen für Invarianten genügt, so ist dieser Coefficient gleich 

Null, so oft (f und a verschieden sind, und gleich — P, wenn (> = a ist, was 

die Gleichung (12.) giebt. 

Man kann sich nun aber leicht davon überzeugen, dass noch andere 
analoge Gleichungen wie (12.) existiren müssen, in denen die rechte Seite 
nicht allein U sondern auch eine höhere Potenz von U ist, denn es muss 
sich U als Zwischenform aus den übrigen zusammensetzen lassen, und ihre 
Anzahl ist hinreichend gross um Potenzen von U mittelst derselben darstellen 
zu können. Ist demnach 0, eine Zwischenform der fw^*"" Ordnung in Bezug 
auf jedes der beiden Variabeinsysteme, welche der Gleichung 

(13.) 01 = P,(«l^a?i + W2a^^^ Vn^x^ 

genügt, so muss Py eine Invariante sein, für welche noch andere Gesetze 
als die in den Differentialgleichungen enthaltenen gelten und Verallgemeinerun- 
gen derselben sind, denn entwickelt man die rechte Seite von (13.) nach 
den Potenzen und Producten der Variabein u„ und Xj,^ so finden sich auf 
derselben nur diejenigen, in welchen die Uk und Xk gleiche Indices haben, 
und diese sind dann sämmtlich in ein und denselben Coefficienten P| mul- 
tiplicirt, daher müssen auch die Coefficienten von u^xl^ «ifa^, 0^X3, ... auf 
der linken Seite von (13.) alle einander gleich und gleich der Invariante 
Pi sein, während die übrigen gleich Null sind. Diese Relationen gehören 
dann nur der individuellen Invariante Pi an und sind für dieselbe fundamentale. 
In der That sind fast alle Eigenschaften der Invarianten cubischer Formen 
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von drei Variabein, welche ich in den beiden citirten Abhandlungen gegeben 
habe, eine Folge dieses Principes, und obwohl ich bereits in der ersten Ab- 
handlung vom Jahre 1850 (dieses Journal Bd. 39, §. 7) diese Grundgesetze der 
Invarianten S und T publicirt habe, so ist mir doch nicht bekannt, dass für 
andere Functionen, welche seitdem behandelt wurden, analoge Gesetze, welche 
lief in die Theorie der speciellen Functionen eingreifen, gefunden worden wären. 
Zur Ermittelung derartiger Zwischenformen kann man sich unter Anderen 
eines symbolischen Gesetzes bedienen, welches ich im folgenden §. angeben 
werde, und welches mir in der citirten Abhandlung des 55*"^" Bandes die 
Theoreme §. 7, §. 20, u. s. w. geliefert hat. Weitere specielle Entwickelungen 
dieser Theorie niuss ich indessen hier übergehen, und ich bemerke nur noch, 
dass die eigentliche Formenbildung für die gesammte Invariantentheorie vor- 
zugsweise aus den unter a) und bj gegebenen Bildungsgesetzen der Zwischen- 
formen insbesondere mit der dabei auseinandergesetzten Anwendung auf Theo- 
rem IX. §.11, und aus Theorem XIII. mit seinen Zusätzen hergeleitet 
werden kann. 

§. 15. 

Ueber ein symbolisches Gesetz zur Darstellung zusammengesetzter Grundformen. 

Durch vorstehende Entwickelungen glaube ich mein Ziel erreicht zu 
haben, welches in der Feststellung der Grundprincipien der vorliegenden 
Theorie bestand. Die Bildung der Fundamentalformen, aus welchen sich alle 
übrigen zusammensetzen lassen, für specielle Functionen lag nicht in meiner 
Absicht, und im Allgemeinen scheint sie für nicht bestimmt definirte Functionen- 
classen nicht zweckentsprechend zu sein, ^a sich nach den bisherigen Er- 
fahrungen herausgestellt hat, dass für jeden Grad der gegebenen Functionen 
und für jede Anzahl von Veränderlichen der Kreis der Fundamentalformen 
sich anders gestaltet. Ich habe auch nicht alle Methoden hier aufgeführt, 
welche zur Bildung der Grundformen, wie ich insgesammt die entwickelten 
vier Classen nennen will, dienen, weil die übrigen zur Darstellung des Cha- 
rakters derselben nicht erforderlich waren; dennoch möchte ich noch eine, 
nämlich die Methode der symbolischen Formen, nicht unberührt lassen, weil 
ich von derselben eine andere Anwendung mache, als gewöhnlich geschieht. 
Diese Methode ist von den Herren Syhester und Cayley vorzugsweise und 
mit grosser Ausführlichkeit behandelt worden und die Untersuchungen der- 
selben sind in dieser Beziehung so weit reichend, dass man fast jede sym- 
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bolische Form, welche sich auf einem anderen Wege ergeben hat, nachträglich 
als speciellen Fall jener Gesetze finden kann. Es bleibt indessen immer noch 
schwierig die vollständige Lösung eines speciellen Falles aus jenen Gesetzen 
herzuleiten. Ich benutze daher die symbolischen Formen nicht zur Ermittelung 
der Grundformen, sondern ich reducire umgekehrt gegebene Grundformen auf 
symbolische, um den algebraischen Zusammenhang, den sie mit anderen haben, 
und die Gesetze, welche zwischen ihnen stattfinden, zu ergründen, und hierzu 
lässt sich aus der Invariantentheorie selbst eine sehr einfache Methode ent- 
nehmen, welche in der folgenden Fassung noch nicht veröffentlicht worden 
ist, denn die Intentionen des Herrn Sylvester gehen, wie ich glaube, weiter 
hinaus und nach einer anderen Richtung. Ich setze ndmlich für den ange- 
gebenen Zweck die Grundformen einer Function höherer Ordnung aus den 
Grundformen eines Systemes von solchen Functionen niederer Ordnung zu- 
sammen, welche durch Multiplication und Potenzirung auf den Grad der 
höheren gebracht werden können. Die Potenzen und Producle der Coef- 
ficienten der letzteren sind dann die Symbole für die Coefficienten der ur- 
sprünglichen Function. Hierzu dient nun jedes Theorem, welches lehrt, wie 
man aus der Grundform einer einzelnen homogenen Function eine simultane 
Grundform für ein ganzes Functionensystem ableitet, insbesondere Theorem VI. , 
§. 10, welches für alle Grundformen gilt. Wenn man nämlich die Functionen 
des Systemes, für welches die behandelte Grundform eine simultane ge- 
worden ist, in Potenzen und Producte anderer elementarer Functionen von 
niederer Ordnung zerlegt, so bleibt diese Grundform auch für die letztere 
eine simultane, zerfällt aber alsdann in eine oder mehrere Grundformen dieser 
Elementarfunctionen. Kennt man nun die Gesetze der letzteren Grundformen, 
so hat man auch den Rückschluss auf die ersteren, da alle Umformungen mit 
den Symbolen auch für die wirklichen Grössen gültig bleiben, wenn man die 
Anzahl der Symbolensysteme in der Weise hinlänglich gross gewählt hat, dass 
keine Relationen niederer Ordnung, als die Ordnung der zu behandelnden 
Grundform beträgt, zwischen denselben bestehen. Sind beispielsweise die 
Symbole Potenzen und Producte der Coefficienten einer einzigen linearen 
Function, so dürfen nur lineare Umformungen damit vorgenommen werden, 
weil schon Relationen zweiter Ordnung zwischen denselben existiren. Der 
einfachste Fall der obigen Zerlegung tritt ein, wenn man jede Function des 
Systemes, zu welchem die entstandene simultane Grundform gehört, als ein 
Product linearer Factoren betrachtet, indem alsdann die Grundformen eines 
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linearen Sysleraes zum Vorschein kommen, welche aber die Determinanten 
desselben und die linearen Factoren selbst sind, so dass alsdann jede Grund- 
form, welche Invariante oder zugehörige Form war, sich aus Determinanten 
allein, jede Grundform, welche Covariante und Zwischenform war, sich aus 
Determinanten und linearen Functionen gemischt zusammensetzt. Diesen Fall 
kann man in vielen Anwendungen, jedoch nicht immer, noch weiter dahin 
specialisiren , dass man jede Function des Systemes nur durch eine gleich 
hohe Potenz einer linearen Function ersetzt, und diesen habe ich vorzugsweise 
bei der Darstellung der symbolischen Formen zur Anwendung gebracht, welche 
ich in der citirlen Abhandlung des 55"*^" Bandes gegeben habe; denselben 
speciellen Fall hat auch Herr Clebsch (dieses Journal Bd. 58, pag. 117, Bd. 59, 
pag. 1) aus meiner Abhandlung abgeleitet und seinen Darstellungen in mehreren 
Abhandlungen zu Grunde gelegt. 

Die symbolische Methode, welche ich hier auseinandergesetzt habe, 
liefert ein neues Mittel die Zusammensetzung complicirter Formen aus den 
einfachen kennen zu lernen, und ich kann sie allen denen sehr empfehlen, 
welche die Resultate der allgemeinen Invariantenlheorie verwerthen wollen; 
sie ersetzt oft mit grossem Erfolg die andere hierzu verwendete sehr be- 
kannte, auch aus Theorem III. §. 4 hervorgehende Methode, welche darin be- 
steht, dass man die verlangte Zusammensetzung in einer transformirten Form 
ausführt, in welcher über so viele Coefficienten auf eine geeignete Weise ver- 
fügt worden ist, als die Anzahl der Substitutionscoefficienten beträgt, welche 
aber beim weiteren Fortschreiten der rationalen Algebra durch ihre Compli- 
cation unausführbar wird. 

In allen Fällen bleibt die folgende Aufgabe zu lösen: „Für ein ge- 
gebenes Functionensystem die fundamentalen Grundformen zu finden, aus wel- 
chen sich alle übrigen zusammensetzen lassen, und die der individuellen 
Functionenclasse eigenthümlichen Gesetze derselben zu entwickeln.'' Der 
Werth einer Lösung dieses Problems hängt aber wesentlich davon ab, dass die 
in die Natur der speciellen Functionenclasse eingreifenden Gesetze in derselben 
dargestellt werden, da sich die Formenbildung allein aus den vorhandenen 
allgemeinen Principien in jedem Falle leicht ausführen lässt. Indessen glaube 
ich, dass zur weiteren Ausbildung der rationalen Algebra erforderlich wird, 
dieselben Principien auf Transformationen höherer Ordnung auszudehnen, wozu 
die vorliegenden Entwickelungen in ihrer Anlage die ersten Mittel bieten. 
Diese Anlage hat auch auf einem sehr naturgemässen Wege zu den partiellen 
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Differentialgleichungen geführt, welche sich in dieser Fassung bereits in meiner 
in der Einleitung erwähnten Abhandlung vom Jahre 1851 befinden. Ohne 
diese Abhandlung zu kennen und auf einem ganz anderen Wege haben die 
Herrn Syhester und Cayley die partiellen Differentialgleichungen fQr binäre 
homogene Functionen, der erstere in Cambridge and Dublin jMathematical 
Journal 1852 Section VI, der letztere in diesem Journal Bd. 47, pag. 111, 
abgeleitet^ und später hat in den Philosophical Transactions 1854 pag. 245 
Herr Cayley auch die allgemeinen Gleichungen aufgestellt, neuerdings Herr 
Clebsch in der oben citirten Abhandlung (dieses Journal Bd. 59, pag. 5). Eine 
strenge Ableitung derselben für die binären Formen hat Herr Brioschi in 
Tortolinis Annali di Mathem. 1859 pag. 82 gegeben. Es ist jedoch der von 
allen eingeschlagene Weg zu ihrer Darstellung sehr verschieden von dem 
meinigen, welcher, wie ich glaube, erst ihre eigentliche Bedeutung zeigt, in- 
dem er ihnen die Stellung zuweist, welche sie in der allgemeinen Invarianten- 
theorie einnehmen. Es war auch weniger meine Absicht, diese Gleichungen 
abzuleiten, als die Theorie zu begründen. 

Berlin, 1863. 
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Ueber das Minimum oder Maximum der Potenz- 
summe der Abst&nde eines Punktes von gegebenen 

Punkten^ Geraden oder Ebenen. 

(Von Herrn Franz Wetzig zu Leipzig.) 



i. lieber das Minimom der Quadratsororoe der Abstände eines Punktes von 

gegebenen Punkten. 

§. 1. 

W ir schicken zunächst, des Folgenden wegen, einige Bemerkungen 
über den Punkt voraus, für welchen die Summe der Quadrate seiner Abstände 
von gegebenen Punkten ein Minimum ist, und welcher bekanntlich der Schwer- 
punkt der letzteren ist*). 

Sind k Punkte A gegeben, sind und 0' zwei beliebige Punkte, und 

bezeichnet mau die Abstände 00* mit t, OA mit r und O'A mit r und den 

Winkel zwischen zwei Geraden a und b einfach durch aby so besteht die 

Gleichung 

r^ = r-^-i^ — 2rt cos rt. 

Bildet man diesen Ausdruck für jeden der Punkte A und summirt, was durch 

das Zeichen -2* ausgedrückt werde, so erhalt man 

2r'^ = -2'r' + Ä/'-2/:S'rcosr/. 

Wöhlt man den Punkt so, dass in Bezug auf jede durch ihn gelegte Gerade 

die Summe -S'rcosri verschwindet, dass daher die Abstände r, der Grösse und 

Richtung nach an einander gesetzt, ein geschlossenes Vieleck bilden, so wird 

JS-r'^ = 2:r + kt\ 
Hieraus folgert man: 

In Bezug auf den der Bedingung -2'rcosr/ = genügenden Punkt ist 

Sr^ ein Minimum. 

Dieser Punkt ist der Schwerpunkt der gleichschweren Punkte A; denn 
nimmt man statt l drei auf einander senkrechte Axen und nennt x, y, z die 
ihnen parHllelen Coordinaten von A^ so folgt -2*0? = JSy = JS'js = 0. 

*) H. ikmwt, Geometrie der Stellung Art. 275; Vhuilier, de maximis et minirais 

U, «H — 78. 
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Der Ort der Punkte 0\ für welche die Quadratsumme der Abstände, 
-5*r ^, constant ist, ist eine Kugelfläche (in der Ebene ein Kreis) mit dem Mittel- 
punkt 0^ und die Zunahme jener Summe ist proportional dem Quadrate des 
Halbmessers. 

Die rechtwinklige Projection des Punktes auf eine gegebene Gerade 
oder Ebene ist derjenige Punkt dieser Geraden oder Ebene, für welchen die 
Quadratsumme der Abstände von den gegebenen Punkten ein Minimum ist; 
denn jeder andere Punkt dieser Ebene (Geraden) gehört einer Kugel (Kreis- 
linie) constanter Quadratsumme von grösserem Halbmesser an. Diese Pro- 
jection ist zugleich Mittelpunkt der Kreise der Ebene, oder je zweier Punkte 
der Geraden, für welche die Quadratsumme constant ist. 



11. Ueber das HiDimom der Quadratsumme der Abstände eines Punktes von 
gegebenen Geraden in der Ebene oder Ebenen im Ranroe. 

§. 2. 

1. Sind k Gerade in der Ebene oder k Ebenen im Räume gegeben, 
und bezeichnet man den senkrechten Abstand eines Punktes von einer der- 
selben mit r, den eines anderen Punktes 0', in der Entfernung 00' =1, mit r', so 
hat man, wenn und 0* auf derselben Seite der Geraden oder Ebene liegen, 

r' = r—tcosrty 
wenn auf entgegengesetzter, 

r' = tcosrt—r. 

Man kann daher die erste Gleichung zu Grunde legen mit Beachtung der 
Regel, dass r' das Zeichen wechselt, wenn es auf die entgegengesetzte Seite 
der Geraden oder Ebene übergeht. Durch Quadrirung folgt 

r'^ = r^-'2rtcosrt+t'cos^rt. 

Bildet man die Summe dieser Quadrate für alle Geraden oder Ebenen, 

so erhält man 

^r'' = ^r''-2t2:rcosrt+e2cos'rL 

Wenn daher der Punkt ein solcher ist, dass in Bezug auf jede durch ihn 
gelegte Gerade die Bedingung 

-2'rcosr/ = 

erfüllt wird, dass also die Abstände r, der Grösse und Richtung nach an- 

44* 
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einander gesetzt, ein geschlossenes Vieleck bilden, so ist 

SSr"" = Sr' + e^cos'rL 

Da aber f^cos^rt stets positiv ist, so ist JSr ein Minimum, also der Ponkt 
0, für den, bei jeder Lage von /, -S'rcosr/ = ist, der Minimumponkt. 

Hieraus folgt, dass zugleich der Schwerpunkt der Fusspunkte der 
Abstände r ist; denn die Bedingungsgleicbung -S'rcosr/ = ist dieselbe, wie 
die im vorigen Paragraphen entwickelte für den Schwerpunkt. 

2. Für denselben Punkt ist bei Geraden in der Ebene auch die 
Quadratsumme der nicht rechtwinklig, sondern unter einem beliebigen Win- 
kel u genommenen Abstände q ein Minimum, und ist der Schwerpunkt 

ihrer Endpunkte auf den Geraden. Denn mit -2'r ist auch -S^p- = —^ — 

'^ ^ cos II 

ein Minimum; und bildet die durch gelegte Gerade t mit / ebenfalls den 
Winkel u, so ist mit ^rcosrt=0 die Gleichung ^()cos(>r=0 identisch. Dreht 
man also das System der gegebenen Geraden in seiner Ebene um den Punkt O, 
so wird es von dem festen Strahlenbüschel der r beständig in Punkten ge- 
schnitten, deren Schwerpunkt ist. 

3. Bei gegebenen Geraden ist das Vieleck, welches die r, der Grösse 
und Richtung nach an einander gesetzt, bilden, mit dem gegebenen gleich- 
winklig, bei drei Geraden ihm daher ahnlich, woraus folgt, dass im Dreieck 
die Abstände des Punktes den zugehörigen Seiten proportional sind. Bei 
vier Geraden erfordert die Aehnlichkeit eine Bedingungsgleichung (s. §. 8). 
Giebt es überhaupt in einem Vieleck einen Punkt, dessen Abstände den za- 
gehörigen Seiten proportional sind, so ist er Minimumpunkt. In jedem regel- 
mässigen Vieleck ist er daher der Mittelpunkt. 

§. 3. 

1. Ist der Punkt einer der gegebenen Geraden oder Ebenen, für 
welchen die Quadratsumme der Abstände von den übrigen Geraden oder 
Ebenen ein Minimum ist^ so muss in Bezug auf jene Gerade t oder in Bezug 
auf jede Gerade t jener Ebene die Bedingung ^rcosrt = erfüllt werden; 
setzt man also die r der Grösse und Richtung nach an einander, so müssen 
Anfangs- und Endpunkt in einer Normalen zur Geraden oder Ebene liegen. 

2. Die Punkte paralleler Geraden, für welche die Quadratsumme der 
Abstände von Geraden in der Ebene ein Minimum, also J^rcosr< = ist. 
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liegen auf einer gewissen Geraden. Denn ist der Minimumpunkt der Geraden 
t in Bezug auf die übrigen Geraden, also J^rcosr/==0, und hat auf einer 
beliebigen Parallelen /' zu t, im senkrechten Abstände y, ein Punkt 0' die 
rechtwinkligen Coordinalen x und y, deren Anfangspunkt ist, so ist, wenn 
rt = a gesetzt wird, 

r = r'+ y sin a + a: cos a^ 

-2'rcosa = -2'r'cosa+j^-2'sinacosa + a:-2'cos^cf. 

Da aber ^rcosa =^0 ist, so liefert die Bedingung, dass 0' Minimumpunkt auf t\ 
also -S'r'cosa = JS'r'cosr'/' = sein soll, die Gleichung einer Geraden, nämlich 

x-S'cos^a + y-2'sinacosa = 0. 

3. Die Punkte paralleler Ebenen, für welche die Quadratsumme der 
Abslände von gegebenen Ebenen ein Minimum ist, liegen gleichfalls auf einer 
gewissen Geraden. Denn legt man durch den Minimumpunkt einer Ebene 
drei rechtwinklige Axen OX, OY^ OZ, von denen OX und 07 in dieser Ebene 
liegen, und bildet r mit ihnen die Winkel a^ ß, y^ so ist-2'rcosa = -2*rcos/i=0. 
Hat in einer parallelen Ebene im Abstände i ein Punkt 0' die Coordinaten 
x^ y, z, so ist 

r = r'+xcosa+ycosß+zcosy. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit cosa^ ein zweites Mal mit cos/i^ 
summirt und berücksichtigt in den beiden erhaltenen Summengleichungen 
die Bedingungen, dass 0' Minimumpunkt seiner Ebene sein soll, nämlich 
JS'r'cosa = -2*r'cos/3 = 0, so folgt 

= a:-2'cos*a + j^-2'cosacos/?+Ä-2'cosacosy^ 
= a:-2'cosacos/?+y-2'cos^/?+Ä-S'cos/icosy, 

wodurch eine Gerade bestimmt wird. 



§. 4. 
Mit Hälfe der Sätze des vorigen Paragraphen lässt sich der Punkt für 
beliebig viele Gerade in der Ebene construiren. 

1. Sind drei Gerade ai, Oj, (h gegeben, welche auf einander die 
Abschnitte ^2^3 = 019 ^3^ = 02, A^2 = ö3 bilden, und ist 0^ der Punkt der 
Geraden a^, für den die Quadratsumme rl + fi der Abstände von «2 «nd Ö3 
ein Minimum ist, so ist r3C0sr3ai + r2C0sr2Öi = 0, oder r3sin^2 = ''2sin^j, 
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folglich 

Es verhalten sich also die Abstände des Punktes 0, wie die zugehörigen 
Dreiecksseiten und die Abschnitte, die Oi auf Oi bildet, wie deren Quadrate. 
iMan kann daher Oi constniiren« indem man innerhalb des Winkels Ai zwei 
Parallelen zu o? und a^ in den senkrechten Abstanden O} und a^ zieht; die 
Verbindungslinie ihres Durchschnittes mit Ai giebt die Gerade AiOi. 

Sind nun Ti, Tj, r, die Abstände irgend eines Punktes von Oj, »2, 03, 
ferner «»• ffo- ^3 ^li^ Winkel, welche ri, rj, r3 mit einer gewissen Geraden 
bilden, so gilt, wenn als solche Oi oder eine zu »i Parallele genommen wird, 
filr jeden Punkt der Geraden ^lO, die Gleichung 

rjcosa^+rjcoscfj = 0, 

oder auch, wegen a^ = 90", 

ricosai-frjcosa^+rjcosaj = 0. 

Bestimmt man ebenso den 3Iinimumpunkt O2 der Geraden ch, so dass also 
r^:ri=^ «i : 03 oder O^A^ : Ojrl, = Oi : <^ ist, so gilt in Bezug auf «2 für jeden 
Punkt der Geraden A^O^ die Gleichung 

ricosoi+ricosa2+''jcosa3 = 0. 

Für d(Mi Durchschnittspunkt von j4|0| mit A^Oj gilt daher diese Gleichung in 
Bezug auf zwei Gerade« mithin in Bezug auf jede beliebige der Ebene; er 
ist also der gesuchte Minimuropunkt 0. 

Da Gleiches von A^lh gilt, so bestimmt sich der Minimumpunkt 
eines Dreiecks als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt dreier Geraden, 
jede von einer Ecke des Dreiecks nach dem Minimumpunkt der gegenüber- 
liegenden Seite. Die Linien .-iiOi, ^^Os, A^O^^ die den Schwerlinien analog 
mA. wollen wir Minimumaxen nennen. 

2. Sind vier Gerade gegeben, welche sich in den Punkten A, B, C, 
1), K, F schneiden* wo r^ auf AB^ r? auf BC, r^ auf CD, r^ auf DA senk- 
recht steht« so ist der Punkt so zu bestimmen, dass in Bezug auf wenigstens 
»NN ei Gerade der Ebene die Bedingung 

ricosai+r.cosa2+r3cos«3+r40osa4 = 
ormill ist. 
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Wir suchen dieselbe zuerst in Bezug 
auf eine der Geraden, etwa «4, zu erfüllen. 
Zu dem Zwecke conslruire man die durch 
B, C, E gehenden Minimumaxen der über 
o, stehenden Dreiecke ABF, DCF, AED 
und nenne sie Axen erster Ordnung. Die 
erste, die Axe der Geraden Oi und Oj, 
schneide Oj in M^; die zweite, die Axe 
von Oj und O], schneide a, in ifi; die 
dritte, die Axe von a^ und Ui, schneide 
O] in Ml. Alsdann ist, stets in Bezug ' 
auf 04, für jeden Punkt der ersten Axe 
r,cosa,-|-r2C08a,=0, daher fOr M^ da ri = ist, ricosai+rjcosaj4-r3cos«j = 0. 
Für jeden Punkt der zweiten Axe ist rjcosaj+rjcosaj^o, daher für. IH, 
ebenfalls r,cosa, + r3Coso,+rjCOSKj = 0; und Gleiches gilt von Mj. Mithin 
liegen nach §.3, (3.) die Punkte M^, Afj, M^ auf einer Geraden von der Eigen- 
schaft, dass für jeden ihrer Punkte ricosai + rjcosoj+rscosaj = 0, aber auch, 
wegen «, = 90", riCOsai + rjCOsai+rjCOSaa + r^cosa^^O isl. Folglich ist die 
Gerade 3f,ifjif} die zu a« gehörige Minimumaxe des Vierseits; sie enthält 
den Punkt und schneidet a« in dem Punkte O4 dieser Geraden, für welchen die 
Quadratsumme der Abstände von den drei übrigen Geraden ein jMinirauni ist. 

Indem man auf gleiche Weise die drei übrigen Minimumaxen construirt. 
bestimmt sich als der gemeinschaftliche Durcbschnitlspunkl von vier Axen. 
deren jede die zugehörige Gerade im Minimumpuukt derselben schneidet. Wir 
nennen sie Axen zweiter Ordnung. 

Bezeichnet man mit (2,3), die Axe erster Ordnung von <h^ a^ in Be- 
zug auf Ol, also die Gerade, für welche rjcosßi + rjcosaj = isl, ebenso mit 
(2,3,4^ die Gerade, für welche, in Bezug auf a,, r,cosc24-rjcosa3+r4cosa4=0 
ist, ferner mit (2, 3)(4 den Durchschnitlspunkt der Axe (2, 3)i mit der Geraden 
04, endlich mit (1,2, 3, 4J den Punkt 0, so kann man dessen Conslruction 
durch folgendes Schema darstellen: 



(2,t)\* i3,i)\i (4.3)\i (B,< 
(2, 3, *), ' 



il (M);i(l,3) 



(i,l)',2 (l,2y,i (2,4)il [1^2) ^ _ (2, 3); 1 (3,1)^2 



Die ganze Construction umfasst also -j^ = 13 Axen erster Ordnung, nflm- 
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lieh jede Combination (1,2) mit zwei Indices, 3 und 4; jede derselben giebt 
einen Durchschnittspunkt, nämlich (1, 2)3 mit a^^ wodurch man also zwölf 
Durchschnittspunkle erhält. Axen zweiter Ordnung (1,2, 3)4 giebl es vier, 
nämlich jede Combination (1,2,3) mit einem Index; jede ist durch drei der 
zwölf Durchschnitlspunkte bestimmt. Je drei Axen erster Ordnung schneiden 
sich in einem Punkte, wie (1, 2)3, (2, 3),, (3, 1)2, und geben daher vier Durch- 
schnittspunkte, durch deren jeden auch eine Axe zweiter Ordnung geht, 
nämlich (1,2,3)« durch (1,2,3). Nimmt man also noch die sechs Punkte 
Ay B, Cy . , , hinzu, in deren jedem sich zwei gegebene Gerade (Axen 
0***' Ordnung) mit zwei Axen erster Ordnung schneiden, so hat man ein System 
von zwanzig Geraden mit eilf Punkten, in deren jedem sich je vier Gerade 
schneiden. 

3. Sind fünf Gerade gegeben, so bestimmt sich der Minimumpunkt 
als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt von fünf Axen dritter Ordnung, 
nämlich der Axen (2,3,4,5)^, (3,4,5,1)^, (4,5,1,2)3, (5,1,2,3),, (1,2,3,4)^. 
Jede derselben ist durch vier Punkte bestimmt, und ihre Construction , z. B. 
die der ersten, ist durch folgendes Schema gegeben: 

(2,8);M3>4);2^2);8 (8,4)^(4,^,3J 5^8);4 ( 4, 5)^ (6,^ ; 4^4)1 6 (b^i)]Bj2^Z^^ 
(2, 3, 4); 5 (3, 4, 6); 2 (4, 5, 2); 3 (5, 2, 3)', 4 

(2,3,4,5), 

Indem man auf gleiche Weise die vier übrigen Axen dritter Ordnung con- 
struirt, ergiebt sich Folgendes: 

Man erhält ^ "i o "^ ^^ Axen erster Ordnung, nämlich jede Com- 

bination (1,2) mit 5—2 = 3 Indices. Jede liefert 5 — 3 = 2 Durchschnittspunkte, 
nämlich (1, 2)3 mit a^ und as, so dass sich 4~o ^ ^ = 60 Durch- 

schnittspunkte ergeben. Axen zweiter Ordnung giebt es ^ "" ^^ T' ^^ "" ^ =20, 

nämlich jede Combination (1,2,3) mit zwei Indices, jede Axe durch drei 
der sechzig Punkte bestimmt. Jede liefert einen Durchschnittspunkt, nämlich 
(1,2,3)4 mit as, so dass solcher Durchschnittspunkte zwanzig entstehen. 

Axen dritter Ordnung giebt es ^ "" ^^ |~2 3 4" ==&? nämlich jede 

Combination (1, 2, 3, 4) mit einem Index, jede durch vier der zwanzig Punkte 
bestimmt. Je drei Axen erster Ordnung schneiden sich in einem Punkte, 
nämlich (1,2)3, (2,3),, (3, 1)^, und solcher Punkte giebt es zehn. Durch 
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jeden derselben gehen noch zwei Axen zweiler Ordnung, nfimlich (1, 2, 3)+ 
und (1,2, 3)5. Ferner schneiden sich je vier Axen zweiter Ordnung in einem 
Punkte, nämlich (1,2,3)4, (2,3,4),, (3,4,1)2, (4,1,2)3, und solcher Punkte 
giebt es fünf. Durch jeden derselben geht auch eine Axe dritter Ordnung, 
nämlich (1,2,3,4)5. Nimmt man dazu und die gegebenen fünf Geraden 
mit ihren zehn Durchschnittspunkten, in deren jedem sich noch drei Axen 
erster Ordnung treffen, so hat man ein System von sechzig Geraden mit sechs- 
undzwanzig Punkten, in deren jedem sich fünf der Geraden schneiden. 

4. Sind allgemein k Gerade in der Ebene gegeben, so bestimmt sich 
ihr Minimumpunkt als der gemeinschaftliche Durchschnitt von k Axen &--2*" 
Ordnung, deren jede die zugehörige Gerade in dem Minimumpunkt der letzteren 
schneidet; z.B. (2, 3, 4, . . . &)i schneidet a^ in 0^, (1, 3, 4, ... ä)2 schneidet 

»2 in O2 u. s. w. Die ganze Construclion umfasst !} " Axen erster 

Ordnung, deren jede sich mit &— 3 Geraden schneidet, wie (1, 2)3 mit 4, 5, ...ä, 

wodurch \ 2 Durchschnittspunkte entstehen. Je drei dieser 

Punkte bestimmen eine Axe zweiter Ordnung, deren Anzahl ^ ~ ^^ r"Q ^ "~ 
betr&gt. Jede dieser Axen schneidet &~4 Gerade, wie (1, 2, 3)4 die Geraden 

5, 6, . . . &, wodurch -^ -^ — 123 — " Durchschnittspunkte entstehen, 

von denen je vier eine Axe dritter Ordnung bestimmen, so dass die Anzahl 
der letzteren ^ "~ ^^ j~2 aT ~" ^ß'^ägl, u. s. w. 

Je drei Axen erster Ordnung, wie (1,2)3, (2, 3)i, (3,1)2 schneiden 
sich in einem Punkte, dem Minimumpunkte von a^, a^, Oj, und solcher Punkte 

giebt es -^ — 23 — Durch jeden derselben gehen aber auch &— 3 Axen 

zweiter Ordnung, wie durch den oben genannten die Axen (1 , 2, 3)4, (1, 2, 3)5 ... . 
(1,2, 3)1,. Je vier Axen zweiter Ordnung schneiden sich in einem Punkte, 
wie (1,2,3)4, (2,3,4)|, (3,4,1)2, (4,1, 2)3im Minimumpunkle von 01,02,03,04, 

und solcher Punkte giebt es ^ "~ i 2"^ 4 * Durch jeden derselben 

gehen Ar— 4 Axen dritter Ordnung, wie durch den genannten die Axen 
(1, 2, 3, 4)5, (1, 2, 3, 4)6, ... (1, 2, 3, 4),; u. s. w. Je Ä-1 Axen 
k—2^^^^ Ordnung schneiden sich in einem Punkte; die Anzahl dieser Punkte ist 

Ä^o rh iV ' = ^9 ^^^ durch jeden derselben geht noch eine Axe Ar— 2**' 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft. 4. 45 



354 



Weliig, PotewuUKtme der Äbttände von FutMen, Gerade», Ebenen. 



OrdDung. Endlich die k Axen A--2'" Ordnung schneiden sich in einem Punkte, 
dem Minimnmpunkte der gegebenen k Geraden. Da die Somme der Binomial- 
coefficienten der k"" Potenz 2* ist, so erhSit man, wenn man die gegebenen 

k Geraden und ihre in Durchschnittspnnkte hinzunimmt, ein System von 
Ä(2*~'— A+1) Geraden mit 2*— Ä— 1 Punkten, in deren jedem sich k Gerade 
schneiden. 

5. Sind zwei der gegebenen Geraden, Og und oj, parallel, so ver- 
mindert sich die Anzahl der Axen, und insbesondere fallen die Minimumaxen 
ft— 2'" Ordnung der beiden parallelen Geraden zusammen. Die k—2 Axen 
erster Ordnung (1,2)3, i^i^)*-) ■■■ i'^i^)k fallen in eine mit a, parallele 
Gerade in gleichem senkrechten Abstände von Oi und o^ zusammen, und 
je zwei Axen erster Ordnung mit einer der gegebenen Geraden, indem 
(1, m), = (2, in)i = a_ ist. Allgemein 
ist dann (l,3,4,...), = (2,3,4,...)i = 
(3,4,...), = (3,4,...),. Z.B. für das 
Paralleltrapez ABCD hat man (1,2)3 = 
(1,2), = MN, wo M und N die Mitten 
von AB und CD sind. Ferner ist 
(3, 4,1), = (2, 3, 4). = (3, 4), 
= (3,4), = £OjOt. 
Die übrigen nach dem oben auf- 
gestellten Schema zu bestimmenden 
Punkte sind: 
(2, 4); i=J, so dass (4, 1, 2)j = HNJ; 
(3, 1 );2 = K, so dass (1 , 2, 3)« = KML 

§. 5. 

Auf ganz analoge Weise ist die Construction des Punktes bei ge- 
gebenen Ebenen im Baume auszuführen. 

1. Sind vier Ebenen, /",, ^„ ^j, /« gegeben, welche eine dreiseitige 
Pyramide AiAjA^Ai bilden, deren Seitenflächen zugleich mit /*,, ^,, f^, /« 
bezeichnet werden sollen, so dass f, dem Punkte A, etc. gegenfiberliegt, so 
mnst in Bezug auf jede durch gelegte Gerade, mithin wenigstens in Bezug 
auf drei derselben die Bedingung 

r,cosa, + riicoso,+r,cosa3+rtcoso4 = 
ttrffllU sein. 




(4, 1),2=H, (l,2)i4-iV, 
(l,2);3 = Jf, (2,3);l=L, 



fiTi : /ars ^M^A^: M^A^ = — ^ : ,^ .|ono ^ ^ = r\ : fi, 
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Um zunächst den Minimumpankt O4 der Ebene f^ d. h. den Punkt zu 
finden, welcher in Bezug auf jede Gerade der Ebene /« der Bedingung 
Ti cos «1 + fa cos cfj+ra cos «3=0 genügt, bestimme man den Punkt üfj auf ^1^3, für 
welchen, in Bezug auf AiA^^ r,cosa|+r3cosa3=0, oder riC0sa,=r3C0s(18(y^— a,) 
ist. Dies ist leicht durch die Bemerkung, dass die Pyramiden il!f2^4^2A und 
und M2A^A2A3 die gemeinschaftliche Grundfläche M2A4A2 haben, ihr Ver- 
hältniss also gleich dem ihrer Höhen oder gleich dem der Abschnitte Jf,^! 
und Jlf2y43 ist. Man hat demnach 

008 a, ■ co8(180^ — a,) 
folglich 

''1 • ^3 = A • A^ 
M2A,:M2A, = f^:f,\ 

Es ist also die Pyramidenkante AiA^ in zwei Abschnitte zu theilen, 
die sich wie die Quadrate der anstossenden Pyramidenflächen verhalten, und 
es sind dann die Abstände des Theilpunktes M2 von den Seitenflächen den- 
selben proportional. 

Nun ist aber für jeden Punkt der Geraden A2M2 in Bezug auf AiA^ 

fi cos «1+^3 cos «3 = 0, 
daher auch, wegen «2 = 90^, 

ri cos «1+^2 cos «2 +»•3 cos «3 = 0. 

Theilt man daher in gleicher Weise -42-^3 in M^ so, dass MiAi\MiA2 = f2:fi^ 
und A2A1 in Jlf3 so, dass M^A2: M^Ai^ fi : [2^ so ergiebt sich O4 als der 
gemeinschaftliche Durchschnittspunkt der drei Geraden AiMi^ ^2^21 ^3^39 
und es gilt fQr denselben 

fi : r2 : r3 = /i ^ /i • /i • 
Ferner ist O4 der Scheitel dreier Dreiecke, deren Verhältniss ist 

A^0^A2 1 A2O4A1 : AiO^A^ = /i 1/3 : /i , 
indem z. B. 

C/4^2'^1 * v/4^2'^3 ^~^ M2-^l • -««2 -^3 ^^^ /3 • / 1 • 

Da nun aber für .^4, ri = r2 = r3 = 0, also r|COsai+r2Cosa2+^3COS«3 = ist, 
so ist nach §.3, 3. für jeden Punkt der Geraden ^404 in Bezug auf jede 
Gerade der Ebene /« 

riCOsai+r2COsa2+r3COsa3 = 0, 

folglich auch, wegen a^ = 90^, 

r,co8ai+r2COsa2+r3COsa3+r4COSa4 = 0; 

45* 
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daher ist A^O^i die zu /« gehörige Minimumaxe der Pyramide und wird als 
Axe erster Ordnung durch (1,2,3)4 bezeichnet. 

Theilt man in gleicher Weise die übrigen drei Kanten der Pyramide, 
so erh&It man auf /i, /s, /s die Punkte 0|, O2, O3, und selbst als den 
gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt der vier Axen -4|0,, -^jOj, A^O^^ A^04. 
Der Minimumpunkt einer dreiseitigen Pyramide bestimmt sich also als der gemein- 
schaftliche Durchschnittspunkt von vier Geraden, jede von einer Ecke nach dem 
Minimumpunkte der gegenüberliegenden Seitenfläche gehend. Seine Abstände 
von den Seitenflachen sind diesen proportional, indem z. B. für jeden Punkt 
von ^A, ri :r2 : r^^frfi- /a, för jeden Punkt von A^O^^ rr.r2 : r* = /", : /i : /i, 
mithin für den Durchschnittspunkt beider fi : rj : rj : r* == /i : /i : /a : /* ist. 

2. Dieses Verfahren zur Construction des Punktes lässt sich in 
gleicher Weise auf beliebig viele Ebenen ausdehnen, wie in der Ebene auf 
beliebig viele Gerade. Der Minimumpunkt von k Ebenen bestimmt sich als 
der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt von k Axen, deren jede die zuge- 
hörige Ebene im Minimumpunkte derselben schneidet. Es wird, nach dem 
Vorhergehenden, das folgende Schema für fünf Ebenen ohne Weiteres ver- 
ständlich sein. 

(1, 2, 3)-4 (2, 3, 4);5 (3, 4, ö)^! (4, 5, l)i2 (5, 1, 2)^3 
(2, 3, 4)5! (3, 4, 5)i2 (4, 5, 1)23 (5, 1, 2)^4 (1, 2, 3)^5 
(3, 4, 1);2 (4, 5, 2)i3 (5, 1, 3)24 (1, 2, 4)^5 (2, 3, 5);i 

iül^. (5J,3)^ ilLii^i?. .^h^l^ S^iziH 
(1,2,3,4)5 (2,3,X5)i (3,4,5,1)2 (4,5,1,2)3 (5,1,2,3)4^ 

(1,2,3,4,5) 

Jede Axe zweiter Ordnung wird demnach durch vier Punkte bestimmt, 
die nach §. 3, 3. auf einer Geraden liegen. 

Wir übergehen die Betrachtungen, die sich über die Anzahl der Axen 
und ihrer Dnrchschnittspunkte anknüpfen lassen. 

3. Wenn zwei der Ebenen, ^ und /,, parallel sind, so vermindert 
sich die Anzahl der Axen, und insbesondere fallen die Minimumaxen von fi 
und fi mit zwei Axen nfichst niederer Ordnung zusammen, indem allgemein 
(2, 3, 4, . . Ol = (*i 3, 4, . . .)2 = (3,4, . . .)i = (3,4, . . .)2 ist. Ist von vier Ebenen 
fi ll/i, und schneiden sich ^ und /i in der Geraden AiAi^ wo Ai in /i und 
A, in /i liegt, so ist (2,3,4)| = (3,4,1)2 = (3,4), = ^^^2; ferner ist (1,2,8)4 
dio Durchschniltsgorade von ^ mit der zu fi und /s parallelen Ebene, welche 
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den Abstand beider halbirt; (4,1,2)3 ist die Durchschnittsgerade von ^ mit 
derselben Ebene, und ist die Mitte von A1A2. 

Wenden wir dies auf eine abgestumpfte dreiseitige Pyramide an mit 
den parallelen Ebenen A^AsA3=f2 und B^BsB^^ fi^ während A^A^B^B^ mit 
/j u. s. w. bezeichnet wird, so ist (2, 3, 4, 5)i = (3,4, 5, 1)2 = (3, 4, 5), 
= (3, 4, 5)2 = A,0, O2. Sei femer (2, 4, 5)3 = ^03, (4, 5, 1)3 = Ä3O3, wo 
Ä3O; 11^03 ist, und (5, l,2);4 = (l,2,4);5 = itf3, d. i. die Mitte von A^B^, 
so hat man (4,5,1,2)3 bestimmt durch die drei Punkte A^O'^f^^ M^^ Ä3O3/2. 
Bei analoger Bezeichnung wird ferner (5,1,2,3)4 durch die Punkte ^Oi/i, 
^4, B^O'^'f^, und endlich (1,2, 3, 4)^ durch die drei Punkte A^Olfi, M^. 
BiO'sfi bestimmt. 

§. 6. 

1. Setzt man in der §.2, 1. gefundenen Gleichung für die Quadrat- 
summe der senkrechten Abstände ^r'^ aus einem beliebigen Punkte 0' die 
Zunahme JS*/^ — -2'r^ = c^^ so hat man 

c^ = t'^JScos^rt. 

Daher wächst diese Zunahme auf einer durch gelegten Geraden proportional 
dem Quadrate des Abstandes vom Minimumpunkte. 

Um den Ort der Punkte 0' constanter Quadratsumme der Abstände 
zu finden, lege man bei gegebenen Geraden in ihrer Ebene durch eine 
beliebige Nulllinie, mit welcher t den Winkel % und r den Winkel a bildet. 
Alsdann ist rt = a—(py und man hat daher, wenn e^ constant sein soll, zwischen 
t und (p die Relation 

^ ^ c 

coB^ (p £ co%* a -{- &in* q>£ sin* a-^ 2 Hin €p cos ff £ bin a cos a 

Die Punkte constanter Quadratsumme der Abstände von gegebenen Geraden 
liegen daher auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt der Minimumpunkt ist. 

Nimmt man als Nulllinie eine der beiden Axen der Ellipse, so muss 
für jede derselben JS*sin2a = sein, und das Verschwinden dieser Summe 
wird durch eine Drehung der bisherigen Nulllinie um einen Winkel u erreicht, 
der durch die Gleichung 

^ ^8in2a 

tang2« = ^^^ — s- 

® ^ cos 2a 

bestimmt ist. Werden daher die Winkel a gegen die Axe 2a der Ellipse 
gerechnet, so ist 
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t^ = 



Die Quadrate der Halbaxen a und b haben die Grössen 



0"== ^\ . 6^= "" 



woraus folgt, wenn k die Anzahl der Geraden ist, 

1.1 k 



a' ' b' c* 

Von der Schaar concentrischer und ähnlicher Ellipsen, die daher zu 
verschiedenen Werthen von c^ gehören, berührt je eine eine Gerade a« in 
dem Minimumpunkte 0^ dieser Geraden; denn zu jedem anderen Punkte von 
a^ gehört eine Ellipse von grösseren Axeu und daher ein grösseres c^ Daraus 
folgt aber, dass 00^ der zu a^ (d. i. zu dem mit a^ parallelen Durchmesser) 
conjugirte Durchmesser der Ellipse ist. Mithin ist jede der k Minimumaxen 
von k gegebenen Geraden der zur zugehörigen Geraden conjugirte Durch-- 
messer der Ellipsen constanter Quadratsumme der Abstände. 

Die Ellipsen gehen in Kreise über, wenn 2:co8^a = JSsin^a ist, also 
in Bezug auf jede Gerade der Ebene JS'cos^a denselben Werth hat*). Als- 
dann stehen die Axen Ar— 2'^' Ordnung auf ihren Geraden senkrecht, fallen 
also mit den Abständen r zusammen. 

2. Ist der Minimumpunkt einer Ebene in Bezug auf andere Ebenen, 
sind X und y zwei in dieser Ebene durch gelegte rechtwinklige Axen, und 
bezeichnet man die Winkel rx, ry, tx mit a, ß, (p, so ist 

cosrt = cosy.cosa + siny .cos/::?, 

/'= i 



cos*9)2co8*a + 8in*<)p-Sco8*/9 + 28inyco8 9^cosa co8/? 

Mithin liegen die Punkte einer Ebene, für welche die Quadratsumme der Ab- 
stände von gegebenen Ebenen constant ist, auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt 
der Minimumpunkt dieser Ebene ist. Nimmt man als Coordinatenaxen die Axen 
der Ellipse, so muss in Bezug auf dieselben ^cosacos/S = sein, daher 

a2 ^ ^ 

C08 (;p2rco8 a-f-8in <)p^8in a 

Jede Durchschnittsgerade der Ebene mit den übrigen Ebenen wird von einer der, 
verschiedenen Werthen von c^ entsprechenden, concentrischen und ähnlichen 



*) S. §. 14, 1. und 3. 
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Ellipsen in dem Punkte dieser Geraden berührt^ für welchen die Quadrat- 
summe der Abstände von den gegebenen Ebenen ein Minimum ist. Die Ellipsen 
gehen in Kreise über, wenn Scos^a^JScos^ß und daher -Tcos^a in Bezug 
auf jede Gerade der Ebene constant ist. 

3. Ist der Minimumpunkt von k Ebenen, und sind a^ ß^ y die 
Winkel, die r mit drei beliebig durch gelegten rechtwinkligen Axen bildet, 
I, ri^ ^ die Winkel von t mit denselben Axen, so folgt 

cosrf = cosa.cos^+cos/i.cosiy+cosy.cos^. 
Setzt man diesen Werth in 



ScoQ^rt 

ein, so erhält man für ^cos^r^ den Ausdruck 

cos^^-S'cos^a+cos^i2-2'cos^/3+cos^^-2'cos^y+2cos§cosi2-2'cosacos/i 

+ 2cosi?cosC-2'cos/?cosy+2cosCcos|-2'cosycosa. 

Hieraus folgt, dass die Punkte constanter Quadratsumme der Abstände auf 
einem EUipsoid liegen, dessen Mittelpunkt der Minimumpunkt ist. 

Nimmt man die Axen dieses Ellipsoids als Coordinatenaxen an, so muss in 
Bezug auf dieselben ^coso cos /9=JS*cos/9 cos ^ = ^cos7 cos c(=0 sein, folglich 

e = 



C08'|J^c08*a + co3*i7Jl?co8'/9+ cos'S^coB'y 

Sind fy gy h die Halbaxen des Ellipsoids, so ist 

/•* r' ^^ 



#10 2 J.2 



Scoa'a ' ^ ~ -Scob'/S ' ~ -Scog'y ' 



Verschiedenen Werthen von c^ entsprechen concentrische, ähnliche Ellipsoide, 
welche die gegebenen Ebenen in den oben erwähnten Ellipsen constanter 
Quadratsumme schneiden; jede Ebene wird von einem der Ellipsoide im 
Mittelpunkte dieser Ellipsen, der zugleich der Minimumpunkt dieser Ebene in 
Bezug auf die Obrigen Ebenen ist, berährt. Jede Minimumaxe 00^ (§. 5) 
ist daher der zur zugehörigen Ebene f^ (d. i. zur parallelen Diametralebene) 
conjugirte Durchmesser der Ellipsoide. 

Die Ellipsoide gehen in Kugelflächen über, wenn 

JS'cos^a = -2' cos'/? = JS'cos'y, 
also .Zcos'a in Bezug auf jede beliebige Gerade constant ist. 
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4. Aus der Grundgleichung 

lässl sich noch eine beraerkenswerlhe Folgerung ziehen. Wegen r— r'=/cosr/ 
kann man nämlich dafür schreiben 

Sr'^^^r' = 2{r-ry, 
Sr" = 2r.r\ 

¥aS ist also die Summe der Producte der Abstände eines beliebigen Punktes 
mit den zugehörigen des Minimumpunktes constant, nämlich gleich der Minimal- 
summe der Quadrate der Abstände. Sind z. B. die gegebenen Geraden einem 
Kreise oder die Ebenen einer Kugel vom Halbmesser q umschrieben, so folgt 

Oder gehen die Geraden oder Ebenen mit Ausnahme der ersten durch einen 
und denselben Punkt im Abstände h von dieser, so folgt 

welche Relation z. B. auf jede Pyramide anwendbar ist. 

§. 7. 

Im Folgenden sollen die Abstände r des Minimumpunktes von den 
gegebenen Geraden oder Ebenen durch die Bestimmungsstücke derselben aus- 
gedrückt werden. 

In Bezug auf drei Gerade, welche auf einander die ihren Durchschnitts- 
punkten Ai^ A^^ A^ gegenüberliegenden Abschnitte ai, Oz, 03 bilden, haben 
wir §.4, 1. gesehen, dass die Abstände des Minimumpunktes den zuge- 
hörigen Dreiecksseiten proportional sind, also 

Ti I f 2 • fi = dl l Qt2 I Ö3 • 

Nimmt man zu diesen Proportionen noch die Gleichung 

öl»'l+Ö2^2+Ö3^3= 2/"= öiAi = a2Ä2 = 03*3, 

worin A|, Ao, A3 die Höhen des Dreiecks und f seine Fläche bezeichnet, so 
folgt 



«? + «a + «J ' a]Jra\+a\ 

• 

''s = A2 „%A„\\^t = S/-! 



9 ? 
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woraus sich als Minimalsumme ergiebt: 

fi + rl+rl = -a] + al+al 

Zieht man Gerade von nach ^j, ^2? -^39 so erhall man drei Dreiecke, die 
sich wie die Quadrate der Dreiecksseiien verhalten, auf denen sie stehen, 

A1OA2 : A2OA3 : A3OA1 = alia] : oi, 

indem z. B. A1OA2 : AiOA^ = a^r^ : öiTi = 03 : a]. 

Das Gleichungssystem, durch welches die r bestimmt sind, kann man 
auch in folgender Gestalt schreiben: 

— 03^ +air3 = 0, 

— 03^2+02^3 = 0, 

air^+OiT^+thr^ = 2/; 

so dass der gemeinschaftliche Nenner der r durch die symmetrische Deter- 
minante dargestellt wird: 

— 03 Ol 
—03 €h 



= Ö3./J, 



öl Ö2 03 

wo Ä = öl + a2+aj. 

Als specieller Fall ist das recht\^inklige Dreieck erwähnenswerth. Sei 
A^ ein rechter Winkel, so ist, wegen 03^1:03^2=02:01, A^O^^ die zur 
Hypotenuse gehörige Höhe h und folglich ri = ^h; so dass die Mitte dieser 
Höhe ist. Die Ellipsen constanter Quadratsumme haben die eine Axe a parallel 
zur Hypotenuse -^1^2^ weil -43O3 senkrecht zu -4,^42 und zu A1A2 conjugirt 
ist. Das Quadrat des Axenverhältnisses ist 



a' 



^•» 



£mu^a 1-|-C08*i4,+ C08*i4, 

also für alle rechtwinkligen Dreiecke constant. Die Minimalsumme der Quadrate 
der Abstände ist rl+rl+rl = 00^ + A] = ^h^^ also gleich dem halben Qua- 
drate der Höhe. Die Zunahme c^ der Quadratsumme der Abstände von bis 
zu den Punkten der Ellipse mit den Halbaxen a und b wird bestimmt durch 



- + - 



.« 9 



,2 



woraus wegen ö* = 26^ folgt c^ = a^; diese Zunahme ist also gleich dem 
Quadrate der grossen Halbaxe. 

Journal für Mathematik Bd. LXll. Heft 4. 46 



1. Wetu» Tier Gera4e eesreb«« 3Ü4. «o kömmt» üt .Maecäad» r im. 
AllztmttineQ anf iedk» ren^iedemt Wetsea aasce^nckt wertem, osiaück 
\t4tym^ 4flrdb die Seite« ■»! Fliriie« 4er beides Dreieefce. die m jedem 
dtr »edH Dveisddiitteywüikte aa eniMidrr ^Uhms. Tb aickt n weidiaic 
XQ frerden« fiber^ehea wir jetit die an^ diese« rerscfciedese« Aft?draci5wei$e« 
benrorzebeiMien Identitateo. 

Sei ia bebteiMader Fisv .-IB = e. AC = b. 
• BC=a. AET^e, AC = b'. BC=m. uJ seiea 

Tl. r.. rj. r« der ReUw^ oack die Abatände de« 

./' Pnikles O von BC, CA, BC, .\B. Da au die 

"^ ^/ BediiifODgSfleicbiaig ^rco» c = £leidibede«te«d 

o^ "^ . mit ^rsina = ist und ur io Ben? auf xwei 

/ ^ ^^ . f Gerade der Ebene erfillt n sei« bra«diL «m f«r 

B ^i C alle za geitea* so wird ibr d«rrb die beide« 



rySimC -rr+siiiyl — r,5iiiC = 0. 
TjSinÄ'— r^siü--!— TiSinÄ = 

Genüge geleistet, die man erhalt, indem man einmal r> dann r« ab XnUlinie 
nimmt. Dividirt man beide Gleichungen mit sin^l ud setzt statt der Sinus 
die ihnen proportionalen Dreiecksseiten, so folgt 

' ab'ry^aar^ — bari = 0. 

Dazu kommen, wenn AABC = f und AAB^C = f gesetzt wird, noch die 
Gleichungen 

—aryrh'ri-rcr^ = 2f'. 

Man hat demnach zur Bestimmung der r folgendes Gleichnngssystem auf- 
zulösen : 

aa^r^ —ca'ri-rae'ri = 0, 

+aa'r2—ba'ri+ab'r3 = 0, 
— cr4— 6r2 —ari = — 2/, 

+ c'u+b'r2 -ein = 2f. 

Der gemeinschaflliche Nenner der r wird daher durch folgende symmetrische 
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Determinante dargestellt : 



aa 



eut' 





—c 


+ c 





aa' 


-b 


+b' 


— c 


-b 


a 
a' 





c' 


b' 





a' 
a 



= aa Rf 



(3.) 



(4.) 



wo sich für R der Werth ergiebt: 

(2.) R = a'a'^+ä'ib"-\-c'')-\-a"{b-'+d') + {bc'-b'cf. 
Durch Auflösung des obigen Gieichungssystems erhält man ferner: 

,Ä.r. = al2na"-\-b" + c")~2r'ibb'+cc% 

R.r, = a'l2ribb'+cc')-2r'(a'+b'+c')], 

R.r, = 2f[b{a"+c")-b'cc'] + 2f'ib'ia'+c')-bc'c], 

R.r, = 2r[.cia- + b'^)-bb'c']+2r'[c'(a'+b')-b'bc]. 

Setzt man für 2/" und 2/" die Werthe 2f= bc sin A und 2^ = 6'c'sin^, so 
gehen diese Gleichungen in folgende Ober: 

fi.r, = aainA[a'H c +b%{c-c')+c'^c(b-b')], 

R.r, = a'sin^[-o'6V+6'6'(c-c')+c'c'(fc-6')], 

R.r, = sin ^ [ o' 6" c' + a" b'c + cc'{b - b') (bc' - b'c)] , 

R.U = sinA [«' b' c'* + a" bc^ + bb'(c - c') (cb' - c'b)] . 

2. Wir ziehen zunächst den Fall in nähere Betrachtung, dass die 
Abstände r den zugehörigen Vierecksseiten proportional sind. Dies ist auf 
zweierlei Weise möglich. 

1.) Die r sind den Seiten des Vierecks BCC'ff proportional, also 

r, .r^.r^:r^ = BC : CC : C'B' : B'B = a : b-b' :a' : c-c'. 

Es braucht nur eine von diesen Proportionen , etwa ri:ri==a: a , erfüllt zu 
sein, so ergeben sich die übrigen aus den Gleichungen (1.) von selbst, wie 
auch daraus folgt, dass dann das Viereck, dessen Seiten der Reihe nach mit 
ri, r-t^ rj, r« gleich und gleich gerichtet sind, mit dem gegebenen ähnlich 
ist (vergl. die Schlussbemerkung §.2, 3.). Die Bedingung r, :r3 = o:a' 
liefert aber aus den beiden ersten Gleichungen unter (4.) die Bedingungs- 
gleichung 

a'b'c'+a"bc = {b-b')(c-c')ibb'-\-cc'). 

46* 
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Nimmt man die allgemeine Relation 

a'b'c'-a"bc = 6V(iHc')-ic(i''+0 
hinzu, welche sich aus a^ = b^+c'—2bccosA und a'^ = 6'^ + c'^ — 26Vcos^ 
durch Elimination von cos^ ergiebt, so kann man, indem man diese Gleichungen 
addirt und subtrahirt, a' und a'^ durch vier Bestandtheile des Vierecks, nämlich 
by b\ Cy Cy also die zwischen (h und a^ liegenden Abschnitte der Geraden 
Gi und 03 durch die von ihrem Durchschnittspunkte aus gerechneten Abschnitte 
der Geraden €h und a^ ausdrücken. Man erhalt nämlich 

2a'' 6c = (6i'+cc')(6c+6V)-26V(i'+0. 
Jede dieser Gleichungen drückt also die Bedingung der verlangten 
Proportionalität aus. Wären die Abstände r durch die Seiten und Flächen 
der beiden in Ä zusammenstossenden Dreiecke ausgedrückt worden, so hätte 
man durch völlig analoge, mit den obigen identische Gleichungen die Ab- 
schnitte Bff und CC der Geraden ch und a^ durch die Abschnitte AB, AB 
ÄC, ÄC der Geraden a^ und Ö3 ausgedrückt erhalten. Bezeichnet f die 
Fläche des Vierecks BCC'B\ und wird die Quadratsumme seiner Seiten, 
ßC' + CC" + C'B" + Ä'F = Ä gesetzt, so sind die Abstände r bestimmt durch 

R.r, = 2f.BC, R,r2 = 2f. CC\ R,r, = 2f. CB\ R,r, = 2f, B'B; 
die Minimalsumme beträgt 



ri+rl+rl + rl = -^ 



R 



2.) Die r sind proportional den Seiten des Vierecks BÄC A, also 

rrr.'.r^: r, = BÄ : ÄC : CA : AB. 
Die dazu nöthige Bedingungsgleichung, die wir der Kürze wegen übergehen, 
drückt auf ganz analoge Weise entweder die Abschnitte BÄ und CA der 
Geraden Oi und 02 durch die Abschnitte B'A, B'B, B'C\ B'Ä der Geraden 
»4 und Oj, oder die Abschnitte AB und A'C der Geraden a^ und Oy durch 
die Abschnitte CA\ CB, CC\ CA der Geraden ai und aj aus. 

Zu beiden Aehnlichkeitsfällen wird uns das Sehnenviereck einfache 
Beispiele liefern. 

§. 9. 

1. Ist BCCB' ein Sehnenviereck, dessen Perimeter sich nicht selbst 
schneidet, so lassen sich, um die Abstände r durch seine Fläche BCCB' = f 
und seine Seiten BC^a^^ CC' = ch^ CB'^ch^i B'B — a^ darzustellen, aus 
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der Aehalichkeit der Dreiecke ACB und AB'C Werthe von 6, b', c, c\ aus- 
gedräckt durch ai, a^^ a^^ »4, herleiten, nämlich 

^ — "i — ^Ü ^7ä 9 ^ — **1 — TT 






Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (2.) und (4.) des §. 8 ein, so 
erhält man, mit Weglassung des Factors . , '_ %^a , 

« = (aJ-a^)H(ai-alf + 2(öia2 + a3Ö4)" + 2(ö2Ö3 + Ö4ai)'. 
Berücksichtigt man femer, dass 

1 8 

so erhält man r^, ra, ra, r4 besümml durch die Gleichungen: 

U.ri = 2/*[öi(öi + a^— öi+öl) + 2ö2a3Ö4], 

Ä.Ti = 2/*[ö2(»2 + a3— Ö4+ai)+2a3»4Öi], 

Ä.rs = 2/'[a3(öi + Ö4—al-ha^) + 2040,02], 

Ä.r4 = 2/'[a4(ö4+«i— »•2 + ö5J) + 2aia2Ö3]. 
Das Sehnenviereck liefert ein Paar einfache Beispiele zu der im vorigen Para- 
graphen erwähnten Proportionalität der Abstände r mit den zugehörigen Seiten. 

1.) Wenn in einem Sehnenviereck die Producte der gegenüberliegenden 
Seiten einander gleich sind, so ist der Minimumpunkt der Durchschnitt der 
Diagonalen, und seine Abstände sind den zugehörigen Seiten proportional. 
Denn sind /'i? /'2,/'3, p^ die Abstände des Diagonalendurchschnittes von den 
Seiten eines beliebigen Sehnen Viereckes , so folgt aus der Aehnlichkeit je 
zweier gegenüberliegender Dreiecke 

P2'P4 = ö» : »4, pi : p^ = Qii 03, 
und ferner ist 

Pi : P2 = Ö4 : as, p^ip^ = «2 : »i , 

weil diese Verhältnisse die Sinusverhältnisse gleicher Peripheriewinkel sind. 

Soll aber 

Pi : Pi = öl : «2 und p^ip^ = (h'^A^) 
folglich 

Piipi'-Pz'P* = ar- (h : Oi ' a^ 
sein, so wird die Bedingung ai(h = Ö2Ö4 erfordert. Aus dieser Proportion selbst 

aber folgt, dass der Diagonalendurchschnitt Minimumpunkt ist (s. §.2, 3.). 
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Um ein solches Sehnenviereck zu construiren, nehme man im Kreise 
ABC beliebig, verlängere fiC rückwärts um BE=BC und mache /LCBD=UAE, 
so ist D der gesuchte vierte Punkt, wie sogleich aus den ähnlichen Dreiecken. 
ADC und ABE folgt. 

Die Werlhe der r lassen sich sehr einfach bestimmen; z. B. aus 

«I ^1 + «2 ^2 — «1 «2 sin öl Gi folgt 

a' 0. sin a. a, 
r. = Ol ' ' , — r-^. u. s. w. 
' a] + al 

2.) In einem Viereck mit zwei gegenüberstehenden rechten Winkeln 
liegt der Minimumpunkt in der Mitte der Diagonale, welche die rechten Winkel 
theilt, und seine Entfernungen sind den Seiten des Vierecks mit einspringen- 
dem Winkel proportional. Denn sind B' und C die rechten Winkel, die 
Mitte von B'C, so ist 

r, = ^ a^sin B, r^ = { a^ sin By r^ = ^a^ sin C, r^ = | OjSin C, 

a, = BA cos By a^ = BÄcos By ai = A'C'cos Cy Ö3 = ^C'cos C, 

wobei unter C der spitze Winkel verstanden wird. Berücksichtigt man, 
dass sin/i = sinC' und cosJB = cosC' ist, so folgt aus diesen Gleichungen 

n : ro : r^ : r,. = BA : ÄC : CA : AB, 

Die r sind also den Seiten des Vierecks BÄC'A proportional und folglich 
ist der Minimumpunkt (§. 2, 3.). Die Minimalsumme beträgt in diesem Falle 

ri+r?+r^+rJ--lsin'ß(al+a^ + a^ + o^) = isin'fi.ßC'\ 

2. Wenn der Perimeter des Sehnenvierecks sich selbst schneidet, so 
erhält man für die Abstände r ganz analoge, nur durch Vorzeichen verschiedene 
Formeln. Es mögen also die Punkte Äy Cy Ay B' auf einem Kreise liegen, 
und werde, damit man die Seiten und zugehörigen r der Beihe nach zählt, 
A'C = ai^ CA = ai^ AB* — a^^ B'A = a^ gesetzt. Alsdann ergeben sich aus 
der Aehnlichkeit der Dreiecke CC'A' und B'C'Ay BCA und BB'A folgende 
Wert he: 

, , _ a^ a,-a,a, a^a,-a^a, ,/_ a,a,-a,a^ 



Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (4.) des vorigen Paragraphen 
ein, und berücksichtigt man, dass 2/*=:sin^(a4Öi— a^aj), wo /* die Fläche ^'C^^ 

bezeichnet, so erliält man mit Weglassung des Factors -^- "','".* ~°'°*.\. ^ 

(«J— oj) («1— «?) ' 
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Rr2 = 2/*[— 02(0^+03— «l+»j)+2a3Ö4Öi], 
Rr^ = 2/*[— flr3(fl^+Ö4— öi+Ö2)+2a4Öia.], 

Rr^ = 2f[a^{äl+a]—€^2+(^i) — 2aia2(h]' 

Der besondere Fall, dass die Winkel bei B' und bei C rechte sind, 
also AÄ ein Kreisdurchmesser, fällt mit dem vorhin erwähnten eines Vier- 
ecks mit zwei gegenüberstehenden rechten Winkeln zusammen ; ist die Mitte 
von B'C. Die Ausdrücke durch die Seiten des Vierecks ÄCAB' sind: 

ri = ^aiSinA, r2 = }a3Sin-4, r3 = }a2S\nAy r4 = ^aiSin^^ 

rl+rl+rl + rl = ism'Aiai+al + al + ai) = -^yl'^^sin^^. 

3. Wenn BCC'B' ein Parallel trapez mit den parallelen Seilen BC 
und B'C ist, und die Abstände r durch a, 6, c und die Höhen AH=h und 
AH' = h' ausgedrückt werden sollen, so hat man in die Gleichungen (2.) 

und (4.) des vorigen Paragraphen -rp = -p = — ^ = -rp einzusetzen und erhält 

o c a n 

dadurch, mit Weglassung des Factors a'^, 

R = a'+2(b'+c'), 

Rr, = Ä(aH6VO-A'(6- + cO, 
Rr, = h(b'+c')-h\a'+b' + c'), 
Rr2 = a6(Ä+A'), 
Rr^ = ac{h+h'). 

Hieraus folgt rj : r4 = 6 : c; liegt also auf der durch A gehenden Axe des 
Dreiecks BAC, wie wir schon (§. 4, 5.) gesehen haben. 

Führt man dagegen die Seiten des Paralleltrapezes, BC = ai^ CC = c^-^ 

C'B* = 03, B'B = a^ und seine Höhe h — h' = k = h— ein, so erhält man 

Ä = 2{d^^-a\) + {a,-a,)\ 
R.n = &[a^+al+öj— «lOa], 
Ä.ra = &[a?+a4+a^— »103], 
-ß.r, = kchiai+a^)^ 
R.r^ = &a*(ai+a3) 
Beim Paralleltrapez kann der erste der im vorigen Paragraphen erwähnten 



3H8 
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Aolinliclikoilsfällo eintreten. Wenn nämlich das doppelte Rechteck der 
pnrallolen Holten gleich der Quadrntsumme der nicht parallelen ist, so sind die 
AbslAndo r den zugehörigen Seiten proportional, und ihre Quadratsumme ist 
gleich dem Quadrate der Trapezhöhe. Denn die Bedingung 

iM'gieUt die Worthe 



n 



k~^ 



«. 1 «» ' 



r, == k 



a. + «, ' 



r, = * 



ö, + fl. ' 



u^k 



fl. + fl, ' 



folglich 



rl + rj+rl+d = k\ 



A 



\ 



§. 10. 

Aur dieselbe Weise« wie bei vier Geraden, gelangt man bei beliebig 
vielen (leraden in der Ebene dazu« die Abstände r des Minimumpunktes durch 
die Seilen und Flfichen der in einem der Durchschnittspunkte der Geraden 
xusauuuenstossenden Dreiecke auszudrücken: der gemeinschaftliche Nenner 
der r ist eine symmetrische Determinante, deren Grad gleich der Anxahl der 
Geraden ist. Ks werde dies noch an fünf Geraden gezeigt. 

Auf zwei der gegebenen Geraden, die sich vm 
Punkte .4 schneiden, werden von den drei übrigen die 
Abschnitte gebildet: AB=c, -4C=6, AB = c\ ÄC=h\ 
AB"=^c\ AC"=b'\ während jene auf diesen dreien 
die Abschnitte BC = a, B'C' = a\ B'T'^a" bUden. 
Ferner seien r,. r.. r^. r». Tj der Reihe nach die 
Abstände von a. a\ a\ 6, r. 

Indem man in der Gleichung ^rsincr = ein- 
mal r«. dann r^ als NoUiinie nimmt, erhilt nun 

TiSinC— rjsin.l — r^sioC — r^sinC" = 0. 
TiSinÄ — r^sio.l — TjSiDÄ'' — rrSinÄ" = 0. 

Seltt man nach Division mit sin .4 statt der Sinns die ihnen proportioudca 
Seiten* ä^ folfit 

r.aa'c-r.aaV — rtnnV — r^nii'ii'' = 0. 




* •« 



• ^ ■• ^ 



0. 



Dm« IktMNM«« wodi 4m GMdi«acvB> «vlck« die Flidi«« ABC=f. ARC'=f. 
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AB''C'' = f'' ausdrücken, so dass man zur Bestimmung der r folgende Glei- 
chungen hat: 



ari —br^ 

— a'a^bvi +aa"b'r2 +aa'b'*r^ —aa'a!*r^ 



j tt 



j ^ti 



aa CTi +aa c r2 -\-aac r^ 






— aaa r^ = 



2r, 

V", 

0, 
0. 



Der gemeinschaftliche Nenner der r wird daher durch folgende symmetrische 
Determinante dargestellt : 



2 '2 "2 

aaa 



a 
a'a" 








o' 



aa' 





-6 
— c 





b' 











,tt 



-b 



b' 



—c 



II 



aa! 


o 


c 


b" 


aa'a" 





c" 





-aa'a" 



= add'R, 



wo R folgenden Werth hat: 

+ a' (b'c'' - b'^cj + a'^ (6c"~ 6"c)^+ a"' (6c'- 6'c)^ 

§. 11. 

In Bezug auf vier Ebenen, welche eine dreiseitige Pyramide A^AiA^A^ 
mit den den gleichbezeichneten Eckpunkten gegenüberliegenden Seitenflächen 
fi'i A^ /a^ A begrenzen, haben wir in §.5, 1. gesehen, dass ihr Minimum- 
punkt sich als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt von vier Geraden ^lOi, 
^2^2? * * bestimmt, deren jede eine Ecke mit dem Minimumpunkte der gegen- 
überliegenden Fläche verbindet; dass femer 0,, O2, ... Scheitel von je drei 
auf den Pyramidenkanten stehenden Dreiecken sind, die sich wie die Quadrate 
der anliegenden Pyramidenflachen verhalten; endlich, dass die Abstände r den 
zugehörigen Flächen proportional sind , r^ : rj : fa : r4 = /*, : /ä : f^ : /i . Es ist noch 
hinzuzufügen, dass die gemeinschaftliche Spitze von vier Pyramiden ist, 
deren Volumina sich wie die Quadrate der gegebenen Pyramidenflächen ver- 
halten, auf denen sie stehen, z. B. 0AiA2A^:0A2AzA^ = f^r^:firi = fi:fi. 
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Bezeichnet man mit A^, ^2? h^ A4 die Höhen der Pyramide, mit V ihr 
Volumen,' mit R die Quadratsumme ihrer Seitenflachen, fi+f^-^-fz+fU so ist 

folglich, da die r den zugehörigen Seitenflächen proportional sind, 
Ä.ri = Ai/*i*, R,r2 = h2f2^ R.r^ = }hfz^ R.r^ = h^f^^ 
woraus sich als Minimalsumme der Quadrate der Abstände ergiebt: 

»•1+^2 + ^+^ = — Ä~" 

Wenn drei Ebenen der Pyramide, A, A, /i, sich rechtwinklig schneiden, 
in A^ also drei rechte Kantenwinkel zusammenstossen, so ist O4 der gemein- 
schaftliche Durchschnittspunkt der drei Höhen des Dreiecks ^1^2^39 die Axe 
A^O^ ist die zur Ebene /i gehörige Pyramidenhöhe A4, der Minimumpunkt O 
ist deren Mitte, und die Minimalsumme der Quadratabstände ist dem halben 
Quadrate dieser Höhe gleich. Denn nach §. 5 ist 



folglich steht ^ifj in dem rechtwinkligen Dreieck AiA^^ auf der Hypotenuse 
AiA^ senkrecht. Da ferner -^4^2 auf der Ebene AiA^A^ senkrecht steht, so 
ist die Ebene -^4^/2 ^2 zu A^A^^ also auch A2M2 zu A1A3 senkrecht. Glei- 
ches gilt von A^Mi und AiMi in Bezug auf ^1^2 und ^2^3- Wegen 
f^ = f^-\-f^+f^ folgt r4=|Al, und wegen rJ+^ + r^ = 0]Ü =iAj ergiebt sich 
'•J + r2+^3+d = 4Aj. Noch ist hinzuzufügen, dass von den vier Pyramiden, 
deren Spitze ist, die über ^i A2 Ay gleich der Summe der übrigen drei ist, 
weil sie den Quadraten der Flächen, auf denen sie stehen, proportional sind. 
Alle diese Beziehungen sind denen beim rechtwinkligen Dreieck (s. §.7) 
vollständig analog. 

Um die Analogie des Falles von vier Ebenen mit dem einer grösseren 
Anzahl zu zeigen, werde noch bemerkt, dass man zur Bestimmung der r 
folgendes Gleichungssystem aufstellen kann: 

A-^i -/in = 0, 

An +A.n +A.r3 +A.n = 3K, 

so dass der gemeinschaftliche Nenner der r durch folgende symmetrische 



V 
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inai 


Ue dargestellt wird: 








A 


A 






A 


A 






A 


A 






fi A A 


-A 



- r.in+n+n+ny 



§. 12. 

Sind beliebige Ebenen im Räume gegeben, so kann man die Abstände r 
ihres Minimumpunktes durch die Seitenflachen und Volumina der in einem der 
Durchschnittspunkte zusammenstossenden dreiseitigen Pyramiden ausdrücken. 
Wir wollen dies an fänf Ebenen zeigen; dieselben bilden das Analogon zu 
vier Geraden in der Ebene. 

Es mögen in beistehender Figur die Seiten- 
flächen wie folgt bezeichnet werden : BCD = a, 
B'C'D' = a\ ACD = b, AC'D' = b\ ABB = c, 
ABB' = c, ABC = d, AffC = d; und zu den 
Ebenen b^ c^ d^ a^ d mögen der Reihe nach 
die Abstände ri, rj, rj, r4, r^ gehören. Die Be- 
dingung -Tr cos a = muss in Bezug auf wenigstens 
drei durch gelegte Gerade erfallt sein, als 
solche nehmen wir Parallelen zu AB^ AC^ AD. 
In Bezug auf eine Parallele zu AB geht, weil 
r, und r^ auf AB senkrecht stehen, die Bedingung 
JS'r cos « = über in 

riCOsai + r4Cosa4+r5C08a5 = 0. 

Man kann nun aber die Verhältnisse cosa4:cosai und cosasrcos^j durch die 
gegebenen Seitenflächen ausdrucken; denn man bat einerseits 

OCDA.'OCDB = br,:ar,. 

Schneidet die durch gelegte Parallele zu AB die Flache CDB in G, CDA 
in F, schneidet die Ebene OCD die Linie AB in ff, so ist andererseits, weil 
jene Pyramiden die gemeinschafiliche Grundfläche OCD haben, ihr Verhältniss 
gleich dem der Höhen von A und B auf OCD, folglich gleich dem der Ab- 
schnitte HA und HBy also 




OCDA : OCDB = HA : HB = OF : OG = 



U. 



C08O| cosa^ 

47* 
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Aus dieser Gleichung folgt in Verbindung mit der vorhergehenden 



cosa. 



cosa 



1 



b_ 
a 



Wird ferner ff CD' von FG in & und OCD' von AB in W geschnitten, so ist 

OC'D'A : OC'D'B' = 6V, : a'rs = H'A : H'B' = OF : OG' = 
folglich 



008 ffj cosa^ 



cosa, a' 



Setzt man diese Werthe in die Bedingungsgleichung ein, so erhält man 

ri(M—r^ab+rs€ib' = 0. 

Nimmt man ein zweites Mal als Nulllinie eine Parallele zu AC und ein drittes 
Mal eine solche zu AD^ so folgt in gleicher Weise 

r2(Ui'—r^a'c+r^cbc' = 0, 
r^cMl—r^a'd+r^ctd! = 0. 

Dazu kommen noch, wenn man ABCD = e und AffC*D* = f> setzt, 

ftri+CTj+rfrj 4or4 = 3t?, 
6 V| + CV2 + rfVj — a Vs = 3t?'. 

Daher sind die Abstände r durch folgendes Gleichungssystem bestimmt: 



aairy 




—a'brt 


+ab'n = 0, 




aclr-t 


—a'cr^ 


+ac'ri = 0, 




atiti 


-a'dr. 


+atfri - 0, 


-br. 


—cr-i — rfr j 


—ort 


= -3», 


b'n 


■\-c'ri +d'rj 




-«Vs = 3©'. 



Der gemeinschaflliche Nenner der r wird daher durch die symmetrische De- 
terminante dargestellt: 

aa' 0-6 b' 
aa! -c c' 
aa' -d «T 



aa 



a 



-b -c -d -^ 

a' 



b' 



= a^a'^R, 



-^ 

« I 
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WO R den Werlh hat: 

R = aV'+ a' {b''+ c'^+ d:^) + a'^{b^^ c'+ d") + (6c'- Vcf-\- {cd- c'df+ {dV- d'bf. 
Die Abstände r sind durch folgende Gleichungen bestimmt: 

R,r, = 3f?[6(a'Hc'H(f^)-6'(cc'+rfrf')] + 3r'[6V+^'+rf')~6(cc^^ 
Ä.r2 = 3r[c(a'H6''+O-cW+*60]+3r'[cV + 6'+rf')--c(rfrf'+66^^^ 

Ä.r3 = 3r[rf(a'H6''+O~rfW+^0] + 3r'[(f(a'+6' + 0-rf(66'+c0^ 
Ä . r4 = a [3r (a''+ 6'^+ c'^+ rf'^) - 3€?'(66;+ cc'+ rfrf')] . 
R.rs = a' [3r (66'+ cc'+ rfd' ) - 3€?'(a' + 6' + c' + rf')] . 

Der Vergleich zeigt die Analogie dieser Formeln mit denen für vier Gerade (§. 8). 
Sind zwei Ebenen, a und a'^ parallel, so dass die gegebenen fftnf 

Ebenen eine parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramide begrenzen, so hat man 

a' 6' & d' 

— =z — = — =z— zu setzen, wodurch man för R, mit Weglassung des Factors 

u C (Iß 

ö'*, den Werlh 

erhält. Bezeichnen ferner h und h' die zu a und a' gehörigen Höhen, so ist 
3v = ah und 3«' = a'h', und man erhält 

ß.r, = o6(A+Ä'), 
/i.rj = ac(A+A'), 
Ä.fj = «d(A+A'), 

Ä.fs = h(b''+c^+tP)-h'(a^+b''+c'+tP). 

Diese Formeln sind denen für das Paralleltrapez ganz analog. Da ri : rj : f} = 6 : c : cf, 
so liegt auf der durch A gehenden Axe von a, b, c, d, wie wir schon 
(§• ^) gesehen haben. 



111. lieber das Minunutn oder Naximuni der Potenzstminie der Abstände 

eines Punktes von gegebenen Punkten. 

§. 13. 

1. Wird mit r der Ahstand eines der gegebenen Punkte A von 
einem beliebigen Punkte 0, mit r' sein Abstand von einem anderen beliebigen 
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Punkte 0'. ferner 00' mit / bezeichnet, so ist 

r^^ = r'--2rtcosrt+e = r'(i--2t^^ + ~f), 

woraus durch Polenzirung mit einer beliebigen Zahl -^ und Entwickelung 
nach dem binomischen Satze folgt: 

r'- = r-[l-(2.^-lr)f 

=. r"[i-nt^ + ^t^ i + («-2)eosV/ _ J 

Bildet man diese Gleichung für jeden der Punkte A^ so erhall man durch 
Summation 

Xr" = -rr''-w/-2'r"'-*cosr/+y<'-2'r^'(l+(w-2)cosV/) 

Wählt man daher den Punkt so, dass die Gleichung 

(1.) ^r"-^cosr/ = 

erfüllt ist, so hängt das Wachsthum von -S"r" nur von dem Vorzeichen des 
Ausdruckes 

|--2-r"-'(l+(w-2)cosV/) 

ab, da / stets so klein genommen werden kann, dass das Glied der Ent- 
wickelung, w^elches den Factor f enthält, alle folgenden Glieder überwiegt. 
Ist also die Summe der Projectionen der w— 1'^" Potenzen der Abstände auf 
jede Gerade durch gleich Null, oder, was dasselbe, geben diese w—l***" Po- 
tenzen, der Grösse und Richtung nach an einander gesetzt, ein geschlossenes 
Vieleck, so ist, wenn man sich t als eine unendlich kleine Grösse erster 
Ordnung denkt, das Increment e von -S'r" eine solche zweiter Ordnung. 

Diese Bedingung -Sr"~^cosr< = 0, muss in Bezug auf zwei Gerade 
einer Ebene erfüllt sein, um für jede Gerade der Ebene, und in Bezug auf 
drei nicht in einer Ebene liegende Gerade, um für jede Gerade im Räume 
zu gelten. Soll auf einer vorgeschriebenen Geraden oder Ebene liegen, 
so muss jene Bedingung in Bezug auf diese Gerade oder in Bezug auf jede 
Gerade dieser Ebene erfüllt sein; setzt man die Grössen r"""* der Grösse und 
Richtung nach an einander, so müssen Anfangspunkt und Endpunkt in einer 
Normalen zur gegebenen Geraden oder Ebene liegen* 
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Aus Gleichung (1.) lässt sich eine bemerkenswerlhe Relation ab- 
leiten. Es ist 

r'* = r'-2rtcosrt-\-t\ 

Es ist mithin für alle Punkte einer Kugeifläche mit dem Mittelpunkte die 
Productensumme -2*/^, r"~^ constant und ihre Zunahme dem Quadrate des Kugel- 
radius proportional. Für n = 2 folgt, wenn k die Anzahl der Punkte bedeutet, 

die bekannte Gleichung 

^r" = JSr' + kt\ 

2. Das Increment 

(2.) t = ■^e2:r^-\i + {n~2)cos'rt) 

ist offenbar für jedes /* ^ 1 positiv ; für den Punkt ist also die Potenz- 
summe der Abstände, JS'r'*^ nach jeder Richtung Minimum, wenn u grösser als 
die positive Einheit oder ihr gleich ist*). 

Dagegen kann für « < 1 « negativ werden , also auch entweder ein 
relatives Maximum und Minimum oder ein absolutes Maximum eintreten. 

Zunächst ist nun zu bemerken, dass ein absolutes Maximum nur für 
— 1 <in<iO möglich ist. Denn bildet man nach Gleichung (2.) die Summe 
der Incremente «', «", f'" nach beliebigen drei auf einander senkrechten Rich- 
tungen fy (\ f\ so erhält man, weil 

cos'r/'+cosV/" + cosVr = 1, 

also eine von der Richtung unabhängige und mit Ausnahme des Falles — 1<;«<C0 

stets positive Grösse. Dagegen muss für n = —l , wo diese Summe gleich 

Null ist, stets relatives Maximum und Minimum stattfinden, wenn nicht e selbst 

identisch verschwindet. 

Sind X, y, a drei durch gelegte rechtwinklige Axen, und bezeichnet 

man die Winkel, die t und r mit ihnen bilden, durch 

tx = §, ty = Tjy te = ?, 

rx = a^ ry = ßf n= y^ 
so ist 

cosr/ = cos$cosa + cos7?cos/i + cos^cosy. 

*^ Die Bedingung ücosrt = im Falle n = 1 haben schon T^d^nat in Gergonnes 
Annalen Band 1; p. 285 und Vhuilier ebendaselbst p. 297 auf anderem Wege gefundeu» 
wobei jedoch unentschieden bleibt; ob Minimum oder Maximum stattfindet. 
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Durch Einsetzung dieses Werthes in Gleichung (2.) ergiebt sich 

ie = ^t^2t^-'+{n-2)[cos'S:Sr''-'cos'a+cos'Tl2:f^^cos'ß+cos^ 
(^0< +2cos|cos^-2'r*~^cosacos/? + 2cos^cos^-2'r"""^cos/?cos;' 

( +2cos^cos^-2'r"~'cosy cos«]}. 

Wählt man die Coordinatenaxen so, dass die drei letzten Glieder der eckigen 
Klammer verschwinden — was stets möglich ist, wie man aus der Discussion 
der allgemeinen Gleichung der Flächen zweiten Grades weiss — , so erhält 
f die Form 

(4.) e = /^(^cos'l+ficos'^+Ccos^^), 
wo 

A = |-^r"-^ (! + («- 2) cos'«), 
B = |^r^-'(l+(ii~2)cos'/?), 

C = -J-2'r'-'(l+(w~2)cos». 

Es giebt daher in dem Systeme der Punkte drei auf einander senkrechte Axen 
und nach den Richtungen derselben drei Hauptincremente At^^ Bt^, Wy aus 
denen man das Increment nach einer beliebigen Richtung durch Gleichung (4.), 
also als reciproken Quadratvector einer centralen Fläche zweiten Grades, d. i. 
als Quadratvector ihrer Fusspunktenfläche aus dem Mitttelpunkte findet ; oder, 
was dasselbe, die Punkte constanten Incrementes liegen auf einer centralen 
Fläche zweiten Grades, deren Mittelpunkt ist. 

Ist jeder der Coefficienten A, B^ C positiv oder jeder negativ, so liegen 
die Punkte constanten positiven oder negativen Zuwachses auf einem EUipsoid. 
Ist A und B positiv, C negativ, so bestimmt die Gleichung 

Ccos'^ = Acos^^+Bcos^ri 
einen elliptischen Kegel als Ort der Punkte, für welche auch die Incremente 
zweiter Ordnung verschwinden und daher die dritter Ordnung über Maximum 
oder Minimum entscheiden müssen; derselbe hüllt asymptotisch das einschalige 
und zweischalige Hyperboloid ein, auf dem die Punkte constanten positiven 
und negativen Zuwachses liegen. Das Letztere ist umgekehrt, wenn zwei 
Coefficienten negativ sind und einer positiv. 

Liegen die Punkte A in einer Ebene, so liegen und zwei der Axen^ 
X und tfy auch in derselben. Denn in diesem Falle kann durch parallele 
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Verschiebung der Grössen r""' ein geschlossenes Vieleck nur erhalten werden, 
wenn sie in einer Ebene liegen, und die Transformation von (3.) in .(4.) wird 
erreicht, wenn man a normal zur Ebene nimmt und den Axen x und y in 
der Ebene eine passende Drehung giebl. Aus (2.) folgt, dass die Summe 
der Incremente nach zwei auf einander senkrechten Richtungen der Ebene 
einen stets positiven Werth, nSmlich 

,'+," = ^t':sr-\ 

hat, weshalb absolutes Maximum unmöglich ist, ferner folgt, dass das Incre- 
ment in normaler Richtung 



W .o -, „_2 



beträgt, mithin in dieser Richtung Minimum für positive, Maximum für negative 
n stattfindet. In Gleichung (4.) ist daher 

Haben A und B verschiedenes Vorzeichen, so liegt die Hauptaxe der Hyper- 
boloide in der Ebene, und in dieser sind zwei Hyperbeln und ihre gemein- 
schaftlichen Asymptoten der Ort constanten und verschwindenden Zuwachses. 

Wenn die Punkte A in einer Geraden liegen, so enthält dieselbe 
und eine der Axen, x^ und es folgt aus Gleichung (2.) 

€ = |-^r"-^(l+(,i-2)cos'^). 

Daher beträgt der Zuwachs in der Richtung der Geraden 

so dass in dieser Richtung Maximum nur für 1 >> n > 0, für alle anderen W^erthe 
von n aber Minimum stattfindet. In normaler Richtung beträgt der Zuwachs 

stimmt also im Vorzeichen mit n überein. Für n<Zi ist der Ort verschwindenden 
Zuwachses ein Rotationskegel, dessen Axenwinkel | durch 

cosg = 



bestimmt ist, und der die beiden Rotationshyperboloide constanten Zuwachses 
asymptotisch einhüllt. 

3. Einer besonderen Betrachtung bedarf der Fall is = 0, wo die 
Gleichung (1.) in 
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^ cosrt _ ^ 
"*" r 

übergebt und das Maximum oder Minimum des Productes ri r2 r3 . . . der Ab- 
stände bedingt. Denn mit JSr^ ist aucb JS , folglicb, wenn man zur 

Grenze n = übergeht, auch ^iogr^ daher der Logarithmus des Productes 
der Fy daher auch dieses Product selbst Minimum oder Maximum. In der 
That folgt aus 

r r r 

durch Bildung des Productes, 

^^ Tj Tj Tj . . . ^ r L r* '*! ''t 

Genügt also den Bedingungen 



^^ co8r,(.cosr,< __ _co8*r/ 

SO hat man 



r r r 



daher 



/jvvv^^Y _ 1 I f23 i-2co8V( 



r;r;r;... ^ 1 1 n^^ *—^^^^^^ 



r^r^r^. . . " r 



Auf den Zuwachs 

(5.) * = ^^^ <-2^co»'n 

lassen sich nun wörtlich die vorhergehenden Betrachtungen anwenden. Die 
Summe der Incremente nach drei auf einander senkrechten Richtungen ist 

also beständig positiv, weshalb kein absolutes Maximum des Produktes möglich 
ist. Bringt man e auf die Form der Gleichung (4.), also 

i = /'(^cos'|+i?cos'i?+Cco8'C), 
so haben A, B, C die Werthe: 

. , ^ 1— 2co8"a 
-4 = i-^ p 5 



\ 
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Wenn die Punkte A in einer Ebene liegten, so ist der Zuwachs in 
normaler Richtung 

mithin das Product der Abstände in dieser Richtung stets Minimum. Dagegen 
beträgt die Summe der Incremente nach zwei senkrechten Richtungen der 
Ebene stets Null. Daher ist 

C=i2^, A+B = 0. 

In der Ebene giebt es zwei gleichseitige Hyperbeln und ihre gemeinschaftlichen 
Asymptoten als Orte constanten und verschwindenden Zuwachses. 
Wenn die Punkte A in einer Geraden liegen, so ist 

Das Product der Abstände ist also in der Richtung der Geraden Maximum 
(alle Abstände positiv gerechnet), in jeder Normalen Minimum. Der Zuwachs 
f verschwindet auf einem Rotationskegel, dessen Axenwinkel 45" beträgt. 

§. 14. 

1. Um die vorstehenden Betrachtungen an einigen Beispielen zu er- 
läutern, bedarf es eines Hilfssatzes: 

Wenn die Summe ^cosVf in Bezug auf drei Gerade im Räume oder 
zwei Gerade einer Ebene denselben Werth hat, so ist sie im Allgemeinen 
auch in Bezug auf jede Gerade im Räume oder in der Ebene constant. Denn 
bei der Bezeichnung in §. 13, 2. kann man ^cosV/ durch die Gleichung 

-2'co8V< = cos^|-Scos'a+cos^iy-2'cosV?+cos^C-2'cos^y 
ausdrücken. Ist nun in Bezug auf drei beliebige durch gehende Gerade /i, Z,, t^ 

c^ = cos^ li -2^cos^ a + cos' rji -2'cos' ß + cos' Ci -S'cos'y^ 

C2 = cos'^2-Z'cos'a+cos'iy2-2'cos'/?+cos'^7-2'cos'y, 

c, = cos'^3-2'cos'a+cos'?;3-S'cos'/3+cos'^3-2'cos'y, 

und bezeichnet R die Determinante der Grössen cos'^i, cos'f2,» • . •? so ist 

Ci cos'iyi cos'^i 
Cj cos'i?2 cos'?2 
Cy cos'i?3 cos' ^3 

48 



RJScos'a = 




380 



Wetaig, Potetasumme der Abstände von Putdtten, Geraden, Ebetien, 



Ist d = C2 = C3 = c und subtrahirt man von der ersten Verticalreihe der De- 
terminante die beiden folgenden, so erhält man 

cos^$i cos^iji cos^^i 



RJScos^a — c 



cos^ $2 

C0S^$*3 



cos 1/2 

COS^ 1^3 



COS^ ^2 
COS^ ^3 



= C.Ä. 



Mithin ist 



-S'cos^ a = -ST COS' /i = -2'cos*y = JScos^ rt = c = -«^ , 



wenn k die Anzahl der Punkte bezeichnet. Liegen die Punkte A und die 
Linien / in einer Ebene, so ist 

^cos'cf = -5'cos^/^ r= c = -s-- 

Wenn aber die Determinante R verschwindet, so bleiben -STcos^a u. s. w. un- 
bestimmt. Bezeichnen o^i, ^i, Zi die Coordinaten des Punktes auf f^ in der 
Entfernung der Längeneinheit, so dräckt, bei analoger Bedeutung von 0^2, j^2) • •? 
die Gleichung 



R = 



x] 




ii 


Xi 


yl 


*^ 





yl 


a^ 



= 



aus, dass die drei Geraden /x, ^29 ts Buf einer Kegelflache zweiten Grades 
liegen, d. i. auf dem Orte constanter Summe ^cosVf. In der Ebene entsprechen 
ihr zwei Gerade. 

2. Der Mittelpunkt jedes regelmässigen Polyeders mit dessen Eck- 
punkten A genügt der Bedingung -STr^^^cosr^ = r^'^JTcosr/ = 0. Denn da 
die Normalebenen der r das zugeordnete regelmässige Polyeder bilden, so sind 
die gleichen r den gleichen Flächen dieses Polyeders proportionale Normalen, 
und es verschwindet daher die Summe ihrer Projectionen auf jede Gerade *). 

Bedeutet k die Anzahl der Ecken, so ist in §. 13 Gleichung (2.) -ZcosV/= -^ 

zu setzen, da diese Summe für t = r^^ r^^ Tj, ... denselben Werth haben muss, 
ferner beim Würfel die Normalen der Seitenflächen die drei Hauptrichtungen 

sind, für welche -S'cos^a = -2'cosV^ = -2'cos^;^ = | =-0- ^^^^ ^^^ ^^^ übrigen 
Polyedern aber der §. 14, 1. angegebene Ausnahmefall unmöglich ist. Man erhält 

o 



') Vergl. Baltzer Elemente, Trigon. §. 6, 4, 
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Für den Fall n = ergiebt sich aus §.13 Gleichung (5.) 

k e 
r 

Im 3IiUelpunkle ist daher für — 1 <C « <C die Potenzsumme der Abstände 
absolutes Maximum, in allen anderen Fallen Minimum, mit Ausnahme von ## =— 1, 
wo man erst durch das Increment dritter Ordnung über Maximum und Minimum 
entscheiden kann; das Product der Abstände ist Minimum. 

3. Der Mittelpunkt jedes regelmässigen ebenen Vielecks mit dessen 
Eckpunkten A erfüllt die Bedingung 2r^^cosrt = r'*~^JSco3rt = 0^ da die 
gleichen Abstände r parallel verschoben ein regelmässiges Vieleck von gleicher 
Seitenzahl geben. Unter der Voraussetzung, dass t in seiner Ebene bleibt, 

ist in §. 13 Gleichung (2.) JScos^rt = Y ^^ setzen, wodurch sich 

also eine stets positive Grösse ergiebt, weshalb die Potenzsumme der Abstände 
in der Ebene stets Minimum ist. Um das Increment für ein beliebiges t zu 
finden, hat man in §.13 Gleichung (4.) 

A=^B = ^kr^\ 



kn 2 



C = ^r- 



ZU setzen. 



Für i» = verschwindet nach §.13 Gleichung (5.) in der Ebene auch 

k i 
das Increment zweiter Ordnung. Es ist also ^ = 5 = 0, C== -2- -r^ der Zu- 
wachs im Räume beträgt 

K t o t. 

^ = y -p-cos'C. 

In der Ebene muss daher das Increment dritter Ordnung über Maximum und 
Minimum entscheiden. Nun erhält man als Coefficient von t^ in der Ent- 

/r r r ... V 

Wickelung von ( ' ' '"' ) , 



l '2 ' S 



9 i ^ 008 r,< J_ 1 y| V C08r,/.c08r, (.cosTj/ 

wo die Summation über alle Combinationen von je zwei und je drei Indices 
auszudehnen ist. Da das Increment d der Wurzel die Hälfte des obigen ist und 
für rj = rj = fs = • • • der erste Theil der Summe verschwindet, so hat man 

() == — 4— j--2*cosri^cosr2f.cosr3/. 
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Man erhält z. B. für das gteichseitige Dreieck, weBB rit = u gesetzt wird^ 

(J = -4^cosiicos(120"+»)cos(120"-tt) 

= -yCostt(3 — 4eos'w). 

Das Prodact der Abstände, rir2ri^ des Mittelpunktes von den Ecken ist daher 
in den Richtungen OAi^ 0^29 OA^ Maximum, in den ihnen entgegengesetzten 
Minimum, wahrend in den Richtungen senkrecht zu OAg^ 0^2 ? OA^ auch das 
Increment dritter Ordnung verschwindet, so dass um sechs Felder liegen, 
fär die der Zuwachs abwechselnd positiv und negativ ist. 

4. In einem rechtwinkligen Parallelopipedon genügt der Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen der Bedingung -2'r"~*cosr/ = r""'*-S'cosr< = in Bezug 
auf die drei Normalen der Seitenflächen, also in Bezug auf jede Gerade. Die 
Hauptaxen x^ y^ z gehen parallel den Seitenkanten a, b, c, und man hat 

cos'«i = cos' «2 = • • • = a'^'b'+c' • 
^cos « = , , . , , — r • 

Berücksichtigt man noch die Gleichung: a'+6' + c^ = 4r^ und die analogen 
Ausdrucke für -2'cosV^ ^^^ -S^cos^, so erhält man 

A = n.r^-^i(n--i)a' + b' + c'), 

B = n.r'-^{a' + {n-i)b'' + c'), 

C = n.r'^{a'+b^ + in-i)c'y 
Ob Miiiicnum oder Maximum stattfindet, hängt also, ausser von n^ auch von 
dem Grössenverhältnisse der Kanten ab. Für n = ist 

und analoge Ausdrücke gelten für B und C. 

5. Im Rechtecke ist der Durchschnitt seiner Diagonalen, und die 
Hauptaxen x und y seiner Ebene gehen den Seiten a und b parallel. Man 
hat daher 



cos'ofi = cos' «2 = . . . = -^ripji-, cosVii = . . . = -^^-p^ 
zu setzen, wodurch man erhält 

A = |-r»-*(6^+(«-l)«'), 
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Fftr I» = 0, also für das Product der Abstände, ist 



daher der Zuwachs nach beliebiger Richtung der Ebene 

6. Wenn man die Normale OH einer liei rechtwinkligen dreiseitigen 
Pyramide OA1A2A3 rückwärts um OA^ = OU verlängert, so erfüllt mit den 

Punkten A^^ ^2^ -4j, A^ die Bedingung S = in Bezug auf die Geraden 

OAi^ 0A2^ OA^^ daher in Bezug auf jede Gerade. Unter Berücksichtigung von: 



'4 '1 ' a 's 



ff 

erhält man als Incremente des Productes der AbsUaide nach den Richtungen 
OAi, OA2, OAy, OA,, 

^ Analoges gilt für das Product der Abstände, OAi.OA^.OA^^ in der Ebene, 
wenn man die Normale OH eines bei rechtwinkligen Dreieckes A^OA^ rück- 
wärts um OA^ = OH verlängert. 

§. 15. f 

1. Der Fall, dass die Punkte A auf einer Geraden liegen, bedarf 
einer besonderen Betrachtung, wenn man den Strecken O^i, 0^2? ... bei 
entgegengesetzter Richtung entgegengesetztes Vorzeichen zuschreibt ; denn 
bisher wurden alle r als positiv betrachtet, da, ausser in diesem Falle, zu 
einer Unterscheidung des Vorzeichens kein Grund vorlag. Wir beschränken 
mis auf die Betrachtung des Productes 

(1.) 0A^.0A2...0A^, 

dessen Minimum- und Maximumpunkte mehrere merkwürdige Eigenschaften 
besitzen. Dieses Product behält sein Vorzeichen, so lange in demselben 
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Intervalle zwischen zwei Nachbarpunkten A bleibt und erhält, durch Null 
hindurchgehend, das entgegengesetzte, wenn in das benachbarte Intervall 
übergeht. Die Bedingung seines Minimums oder Maximums 

drfickt aus, dass in Bezug auf diesen Punkt der ^Mittelpunkt der harmo- 
nischen Mittel^ *) im Unendlichen liegt. Da nun die Function 

11 1 



OA^ — x ' OA^-^x ' ' OAk—x 

k — \ reelle Wurzeln hat, nämlich 

Xi = 00 1 , a?2 = OO2 , ... Xj^_i = 00^__| , 

wo die Punkte Oi, O2, ... Ot^i in den Intervallen AiA2^ A^A^. . . . A^_iAi. 
liegen, und da das Product (1.) in den auf einander folgenden Intervallen 
entgegengesetzte Vorzeichen hat, so hat es in Oj, 0>, ... Ojt_i abwechselnd 
Minimum und Maximum. 

2. Wenn man in dem Gleichungssysteme 

1 1 1 

4. — : 1 L t — = 0« 



-\ 1 I - — = 0. 



0,4 0,A, ' ' 0,A, 



* +Tr-^-+- + TAi- = 



die zweite Gleichung von der ersten abzieht, so erhält man die neue Relation 

^ + r^ A*r. A + '+ r. A^r. A = 0. 



Vertauscht man in dieser Gleichung O2 mit O3 und zieht die erhaltene von der 
vorstehenden ab, so ergiebt sich 

11 1 

t^nAnAnAi^ t^ n a n a n a ^^ 



0, A, .O^A,. O^A, ' 0, 4 . 0, 4.0,^,^ ^ 0, Ak . 0,^4* . O^Ak 

u. s. w. 

3. Der Zähler der Function X ist eine Summe von k Gliedern, 

2{0A2'-x){0A^-x) . . . {OA,-x), 



') „centre des moyennes harmoniques^ bei Poncelet, b. Bd. 3; p. 238 dieses Journals. 
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wo in jedem Gliede ein Index fehlt. Da seine Ä—l Wurzeln OOi, OO2, ... 
00jt_i sind, und x*~^ den Coefficienlen ±k erhall, so ist bekanntlich 

Hieraus ergeben sich als Coefficientengleichungen die folgenden Relationen 
zwischen den Abständen der Punkte Oi, O2, ... und der Punkte ^i, ^2? • • 
von einem beliebigen Punkte der Geraden: 

20A,.0Aj.,.0A, = k.00,,002...00jt^i, 

22;0A3.0A,...0A, = kSOO^.OO^.^.OO,^,, 

'i20A^.0A,,..0A, = kSOO,.00,...00,_r, 

{k-2)^0A,_i,0A, = k200,^2,00,^,, 
{k-\)20A, = kSOO,^,. 
In diesen Productensummen bedeutet 

die Summe aller Producte, in denen m Indices fehlen. 

Aus den vorstehenden Gleichungen kann man durch bestimmte Wahl 
des willkürlichen Punktes eine grosse Anzahl neuer Relationen herleiten. 

Setzt man in der ersten derselben statt einen der Punkte A, etwa 
^1, so erhält man: 

Aus der letzten Gleichung erhält man: 

Bildet man den letzteren Ausdruck auch für = A^^ A^^ ... A^ und addirt 
die erhaltenen k Gleichungen, so ergiebt sich: 

d. h. die Summe der Abstände der sAmmtlichen Punkte von den sämmt- 
liehen Punkten A giebt Null. 

In dem einfachsten Falle, dass drei Punkte ^i, ^27 A^ gegeben sind, 
deren Reihenfolge in positiver Richtung liegt, findet in Oi Minimum, in O2 
Maximum des Productes OA1.OA2.OA1 statt. Aus den vorstehenden Glei-. 

Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 49 
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chungen ergeben sich folgende Relationen: 

OA^.OAi->rOAi.OAi-\-OAi.OAi = SOOi.OOt, 

2(0^+0^+0^3) = 3 (00, + 00a), 

-^2 -^1 • -^2 -^^3 """ Out12 ^1 • -^2 ^2 9 
A^A-i . ^3 -^2 ^^ «^-^j (/| . u43 1/2 ) 

0,A + 0|^2+0,^ = -(024, + 02^2 + 02^). 



§. 16. 

1. Wenn drei Punkte ^,, ^4,, -^3 gegeben sind, und man mit Ti, r2j r^ 
ihre Abstände von 0, mit a^, «29 «3 die Winkel r2r3, rjrj, TiTj bezeichnet, 
so folgt, weil rl~\ rj"', rj"* an einander gesetzt ein Dreieck bilden, dessen 
Winkel die Winkel a zu 180*^ ergänzen, die Beziehung 

^P* : rp* : rj""^ = sinai : sin «2 * sin 03*). 

Jeder Abstand OA theilt also den von den beiden anderen eingeschlossenen 
Winkel in zwei Theile, deren Sinus sich umgekehrt verhalten, wie die «— 1'*" 
Potenzen der anliegenden Abstände. 

Die Dreiecksfläche AiAiAi wird in drei Dreiecke zerlegt, deren Yer- 
hältniss gleich dem der «—2'*'" Potenzen der gegenüberliegenden Abstände ist, 

^i0^2 : ^20^3 : Ä^OA, = ip' : r?-' : rj"'; 
denn es ist z. B. -4|0^2 > A^OA^ = riSina3 : rjsina, = f^' : f{~'. 

Verlängert man 0^,, OA^^ OJ3, so werden die gegenüberliegenden 
Dreiecksseiten in Abschnitte getheilt, die sich umgekehrt wie die n— 2*''" Po- 
tenzen der anliegenden Abstände verhalten; denn schneidet 0^3 die Seite 
A.A^ in if3, so ist Mj,A^\M:,Ai = A,OA^\ A^OA^^rT^ \r\"\ Für « = 2 
folgt als bekannte Eigenschaft des Schwerpunktes Gleichheit der Dreiecke 
AiOA2^ A^OAi^ ^30^1, deren jedes gleich dem Dreieck ist, das fj, ra, r^ 
an einander gesetzt geben, sowie Gleichheit der Abschnitte auf den Seiten. 

Für » = 1 ergiebt sich «^ = «2 = «3 = 12(y\ indem r^, fj, ri' an einander 
gesetzt ein gleichseitiges Dreieck geben. 



'') ^. Siemer in Bd. 13; pag. 362 dieses Journals. 
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2. Ist der Punkt des Minimums oder 
Maximums für vier Punkte ^,, ^29 -^3, ^4 im 
Räume, und setzt man der Grösse und Richtung 
nach rr' = Ofin f^-*=fi|fi2, f^-'=B,B,, r^'^B^O 
an einander, so muss OA^ die Verlängerung von 
£30 bilden. Da BiBi parallel mit 0^2 ist, so 
liegen n, rj und B1B2 in einer Ebene, welche von 4? 
der Ebene, in welcher 52^3? B^O, OA3 und OA^^ 
also der Ebene r^r^^ in der Geraden 0^2 geschnitten 
wird. Aus dem Dreieck B1OB2 folgt aber, da 
L^Bß^O -= L-A2OB2 ist, 

smB^OA^'.smB^OA^ = r^'^ifT', 

d. h. die Ebene zweier Abstände theilt den Winkel der beiden anderen in 
zwei Theile, deren Sinus sich umgekehrt verhalten, wie die n—V*'" Potenzen 
der anliegenden Abstände, für n=i mithin in zwei gleiche Theile. 

Ferner theilt jede Ebene durch und eine Pyramidenkante die gegen- 
überliegende Pyramidenkante in zwei Abschnitte, die sich umgekehrt verhalten, 
wie die «—2**" Potenzen der anliegenden Abstände. Denn schneide OB2 die 
Kante A1A2 in M^ so ist 




MAMA- -^ . *^ - ^^"^Q^' . »'"*0^t _ rrl . r*r' _ ^-. . ^« 



•—2 . -,11—1 



MO siu MA,0 ' smMÄ^O r, * r, 

Der Punkt ist die gemeinschaftliche Spitze von vier Pyramiden, welche auf 
den Seitenflächen der gegebenen Pyramide stehen, und deren Yerhältniss gleich 
dem der 1»— 2*'*" Potenzen der gegenüberliegenden Abstände ist; z. B. 

OA^A^A, : 0^2^ A, = MA^ : MA2 = rj"' : fT""' 

Für « = 2 haben diese vier Pyramiden gleiches Volumen, und zwar ist jede 
gleich der Pyramide 0BiB2B^^ welche die r an einander gesetzt bilden. Es 
ist nämlich allgemein das Volumen r der Pyramide OBiB^Bv^ 

t> = i rj""* rj"* rj~* sin r2 r^ sin r^ r^ fj . 

Das Volumen einer der vier Pyramiden, f)^=0A2AiA^^ ist 

<j^ = |r2 Tj r4 sin r2 fs sin r4 fj r3 , daher 



<?i = 



2 -ui— ? 



Bildet man die analogen Ausdrücke für e^^ €3, €4, so erhält man ebenfalls 

49» 
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das oben angegebene VerhSlIniss derselben, und TOr n=2 folgt, dass v gleich 
jeder der Pyramiden e,, e,, P], p* ist. 

3. Ist der Punkt einer gegebenen Ebene, 
für weichen die Polenzsumme der Abstände von drei 
ausser ihr liegenden Punkten A,, ^j, A^ Minimum 
oder Maximum ist, und setzt man der Grösse und 
Richtung nach rr' = OBt, rr'^BtS,, rT' = BjB^ 
an einander, so mnss OB3 eine Normale der Ebene 
sein. Die Ebene der Geraden OA^ und OB3 schneidet 
die Eiiene von OAi und OA^ in der Geraden OBi, 
durch welche der Winkel A1OA2 in zwei Theile 
gethellt wird, deren Sinusverhfiltniss ist: 

sin .4, Oßj : sin ß, 0^3 := ß, ß, : OÄi = r?-' : r;-* *). 

Schneidet ferner OBi die Dreiechsseite AfAj in if], so folgt, gerade wie im 
vorigen Falle, 

M.Ar.M^A, - rr^:f^\ 

Ist endlich N der gemeinschafliiche Durchschniltspunkt von AiM,., AiM^, A^M^, 
so folgt 

ONA,A,:ONA^A, = M,Ai:M,A-,=rr''-rr''- 
Dies lässt sich folgendermassen zusammenfassen: 

Jede Ebene durch die Normale in und einen Abstand Iheill den 
Winkel der beiden anderen Abstände in zwei Winkel, deren Sinus sich um- 
gekehrt wie die b— 1"" Potenzen, und die gegenüberliegende Dreiecksseite in 
zwei Abschnitte, die sich umgekehrt wie die »—3"" Potenzen der anliegen- 
den Abstände verhalten; und die Normale ist gemeinschaftliche Kante dreier 
Pyramiden, deren VerhSlIniss gleich dem der n— 2"" Potenzen der gegen- 
überliegenden Ahstfinde ist. 



*) Den Fall n = 1, wo also die Summe r -j-**! -|-''a ^'n Minimum Ist und der 
Winkel zweier Abstände von der Ebene des dritten und der Normale halbirt wird, 
s. Sturm in Gergotme'9 Annalen Bd. 14, p. 13, und Querret ebendaselbst Bd. 13, p. 329. 
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iV. Ueber das Miuimum oder Maximum der Potenzsmnme der Abstände eines 
Punktes von Geraden in der Ebene oder Ebenen im Räume. 

§. 17. 

1 . Bezeichnet r den rechtwinkligen Abstand eines beliebigen Punktes 
von einer der gegebenen Geraden oder Ebenen, r' den eines anderen Punktes 0', 
in der Entfernung 00' = t, so ist 

r = r—tcosrt, 

wobei hinsichtlich des Vorzeichens die in §. 2 gegebene Regel zu beachten 
ist. Durch Potenzirung mit einer beliebigen Zahl n folgt nach dem binomi- 
schen Satze: 

r'" = r"-«r"-^/cosr/+^^^^r"-'/'cosV/ 

und hieraus durch Summation 

^r'" = -rr"-«<-2'r^^cosr/ + «'[^4^-^'^'^^^'^' ]' 

Da nun, mit Ausschluss des Falles 0<C«<ll, das erste Glied der Klammer 
positiv ist und / so klein genommen werden kann, dass dieses Glied alle fol- 
genden überwiegt, so ist für -2'r*~*cosr/ = der Zuwachs von JSr^ ein positiver, 
mithin -Sr* ein Minimum. Dagegen ist für 0<C»<Cl das erste Glied der 

Klammer stets negativ, daher für -2'r"~"*cosr< = auch der Zuwachs von JSr^ 

f- 

negativ, ^r" also ein Maximum. 

cos rt ^ 

Für deiT Fall n = bedingt -2* — ^ — = ein Maximum des Productes 
der Abstände r (vergl. §. 13, 3). Denn aus 

r' . . cosH 

— = l — t 

r r 

folgt durch Bildung des Productes: 

. ^cosrt . -2 ^cosrJ.cosr,* 



I ' t 



r^r^r,... r r^r^ 



Unter der Bedingung dass 

*^ cosrt 



= 0, 



„ C08 V< rt x- ^^^ r^t.coar^t 



'••'•t 
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erhält man 



^>>^ " ^ i_i^2^S55!!l4. 



• • • • 



''i ''t ''s • • • 



Da also der Zuwachs beständig negativ ist, so ist das Prodnct riTsTa... 
Maximum. 

Berücksichtigel man noch, dass die Bedingungsgleichuug ^r^^cosr/ = 
dieselbe ist, wie die in §. 13, 1. erhaltene, so hat man folgendes Resultat: 

Ist für einen Punkt die Summe der Projectionen der «— l**"" Potenzen 
seiner Abstände von Geraden oder Ebenen in Bezug auf jede Gerade gleich 
Null, so ist die Summe der «**" Potenzen dieser Abstände im Falle 0<C«<Cl 
ein Maximum, für alle anderen Werthe von n ein Minimum. Für denselben 
Punkt ist auch die Summe der n'"" Potenzen seiner Abstände von den 
Fusspunkten jener Senkrechten Minimum oder Maximum. Endlich ist im Falle 
n = das Product der Abstände des Punktes von den Geraden oder Ebenen 
ein Maximum, das Product der Abstände von den Fusspunkten jener Abstände 
Minimum oder Maximum (s. §. 13, 3). 

Für denselben Punkt ist bei Geraden in der Ebene auch die Potenz- 
summe der nicht rechtwinklig, sondern unter einem beliebigen Winkel u 
genommenen Abstände q Maximum oder Minimum, sowie auch die seiner Ab- 
stände von den Endpunkten der q auf den Geraden. Denn mit ^r" ist auch 

jg"«- = — -— Minimum oder Maximum ; und bildet die durch gelegte Gerade r 

^ C08"a o o 

mit t ebenfalls den Winkel u^ so ist mit -2'r"'"*cosr/ = die Gleichung 
-^(»""■'cospT = identisch. Dreht man also das System der gegebenen Geraden 
in seiner Ebene um den Punkt 0, so wird es von dem festen Strahlenbüschel 
der r beständig in Punkten geschnitten, für welche die Potenzsumme der Ab- 
stände von Minimum oder Maximum ist. 

Liegt auf einer vorgeschriebenen Geraden oder Ebene, so muss in 
Bezug auf diese Gerade oder in Bezug auf jede Gerade dieser Ebene 
-2'r"~*cosr/ = sein. 

2. Aus -2'r"~^cosr/ = ergiebt sich eine beraerkenswerlhe Relation. 
Multiplicirt man die Gleichung r =r—tcosrt mit r^\ so erhält man durch 
Summation 

2;r\r^-^ = -Sr". 

Mithin ist für jeden beliebigen Punkt 0' die Summe -Sr'.r"""* constant (mit 
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Ausschluss des Falles n = i). Hat man z. B. ein Vieleck, das einem Kreise, 
oder ein Polyeder, das einer Kugel mit dem Halbmesser a umschrieben ist, so 
erhält man, wenn man 0' zum Mittelpunkt nimmt, also r' = a setzt, aJSr^^ = ^r"; 
es ist also far jedes n der Quotient ^r" : ^r^"^ constant, nämlich gleich dem 
Halbmesser. Schneiden sich sämmtliche Geraden oder Ebenen mit Ausnahme 
der ersten in einem Punkte im senkrechten Abstände h von dieser, so ist 

A.r;-' = JS'r-. 

3. Schneidet 00' die gegebenen Geraden oder Ebenen in den Punkten 

r 
F,, P29 ••-) so ist cosr/ = ^p, mithin kann man statt -2'r"'"' cos r/ = auch 

schreiben 



OP 

welche Summe also beständig Null bleibt, wenn man die schneidende Gerade 
beliebig um den Punkt dreht *). Ist n = 0, also für das Product der 

Abstände ein Maximum, so folgt -2*^^ = (s. §. 15). Diese letztere Re- 
lation gilt z. B. fflr jede Gerade durch den Mittelpunkt eines regelmässigen 
Vielecks, durch die Mitte der Diagonale eines Vierecks, zu welcher dasselbe 
symmetrisch ist, durch den Schwerpunkt eines Dreiecks oder einer dreiseitigen 
Pyramide (s. den folgenden Paragraphen). 

4. Im Falle n = 1 giebt es keinen Punkt des Minimums oder 
Maximums, sondern, wie bekannt^), giebt es im Allgemeinen für gegebene 
Gerade parallele Gerade und für gegebene Ebenen parallele Ebenen von der 
Eigenschaft, dass für jeden Punkt einer solchen die Summe der Abstände, 
^Ty constant bleibt. Denn in der Gleichung 

-2"/ = :Sr—t:Scosrt 

findet entweder der besondere Fall statt, dass ^cosH in Bezug auf jede be- 
liebige Gerade t verschwindet, daher ^r für jeden Punkt constant ist, wie 
z. B. bei einem gleichseitigen Vieleck; oder es lässt sich eine Richtung 
paralleler Geraden oder eine Stellung paralleler Ebenen angeben, für die 
JScosrt = ist. 



*) 8. Poncelet in Band 3 , p. 241 dieses Journals. Der ^Mittelpunkt der harmo- 
nischen Mittel" liegt also in Bezug auf im Unendlichen; wenn jrp- ; . . . die Coef- 
ficienten r^ ; . . . erhalten. 



«« 



) Vergl. Baltzer Elemente, Plan. §. 10, 8. und Stereometrie §. 8, 16. 
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§. 18. 

1. Wenn drei Gerade ai, üi^ 03 sich in den Punkten ^3, Ai^ A> 
schneiden, und Mi der Punkt der Geraden Gi ist, für welchen die Pot^nzsumme 
der Abstände von o^ und a^ Minimum oder Maximum ist, so hat man die Be- 
dingungsgleichung 

r"~*cosr2ai + r5''*cosr3Ö, = 0, 
folglich 

r?-* : r^* = sin^2 - smA^ = a, : aj, 



Ml A2: MiA3 = '-7 



BiuA^ ' sin^lj 



«3""* : a*"^ ^r'^irl. 



Die Abschnitte der Geraden Oi verhalten sich demnach wie die 



n 



ten 



n-i 



Potenzen 



der anliegenden Dreiecksseiten. Zur Bestimmung von r2 und r^ sei noch die 
Fläche fdes Dreiecks A1A2A3 gegeben, so hat man 2f=a2r2+azri^ und folglich 



^2 = Z 



_ 2f.d 



n—l 






«a +Ö3 



2. Ist der Punkt des Minimums oder Maximums dreier Geraden 
ai, 02, 03, so folgt, weil das Dreieck, welches rT~\ rj""', rj"** an einander 
gesetzt geben, mit dem gegebenen Dreiecke gleichwinklig, ihm also ähnlich ist. 

Hieraus ergeben sich in Verbindung mit 2f= ai ri+ ch r2+ asrj =^ ai Ai = a^ ä, = 03 Aj . 
wo Ai, A2, A3 die Höhen des Dreiecks bezeichnen, als Werthe der r: 



Vi = Ai 



a 



n—l 



n 9 



n — 1 1 « — 1 1 n — 1 



^2 = A2 



n 1 



a. +a, +a. 






.\ ■•., 1 ^ 



rj = A3 



n n n 

n — 1 I ^n — 1 I ^n — 1 
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Als Minimalsumme folgt 



r'l-\-r', + rt = 



• n H n v« — 1 

l H — I I H — I I n — 1 I 



mH 



Aus der allgemeinen Gleichung -^'-^^O (§. 17, 3.) folgt, wenn man die 
Gerade / parallel einer Dreiecksseite A2A3 legt, abgesehen vom Vorzeichen, 

OF3 : OP2 == rjrr; = M.A^ : M^A^. 

Daher liegt O auf der Geraden AiM^, Mithin bestimmt sich als der ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt dreier Geraden AiMi^ ^2-^2^ A^M^^ jede 
von einer Ecke des Dreiecks nach dem Minimum- (Maximum) Punkte der 
gegenüberliegenden Seite. Dies folgt auch aus der Bemerkung, dass, vermöge 
der oben angegebenen Werlhe von ri, ra, fa, der Schwerpunkt der Punkte 

Ai^ Ai^ ylj ist, wenn jeder als Gewicht die Potenz -—7 der gegenüber- 

liegenden Dreiecksseite hat; ifi, ifa, M^ sind dann die Schwerpunkte je 
zweier Punkte A. Für n = ist der Schwerpunkt der gleich schweren 
Punkte ^,, ^2^ Aj; für jede durch denselben gelegte Gerade gilt daher die 
Relation 

1 Z 

und ferner ist das Product seiner Abstände von den Dreiecksseiten ein Maxi- 
mum, das der Abstände von den Fusspunkten jener relatives Minimum oder 
Maximum. 

Sind S|, 182, 53 die Fusspunkte von ri, r2, r^ oder auch die Durch- 
schnittspunkte der unter beliebigem Winkel genommenen Entfernungen mit 
den Seiten, so ist (nach §.17, 1.) zugleich der Punkt des Minimums oder 
Maximums für S,, S2, S3, folglich nach §.16, 1: 

«—2 11— 2 fi— 2 

SfiS, : S2O53 : S,OS, = rj^' : rj"' : rp' = «f^ : «f^ : (^'• 

Für u = folgt, dass das Verhältniss der Dreiecke, deren gemeinschaftliche 
Spitze der Schwerpunkt und deren Ecken die Projectionen desselben auf 
die Dreiecksseiten sind, gleich dem Verhältnisse der (Quadrate der gegenüber- 
liegenden Dreiecksseiten ist. Ist der Schwerpunkt eines rechtwinkligen 



*) 8. Müller in Grunert» Archiv 16, p. 1. 
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Dreiecks, so ist das der Hypotenuse gegenüberliegende Dreieck gleich der 
Summe der beiden anderen. 

3. Ist O4 der Punkt einer Ebene ^, für welchen die Potenzsumme 
der Abstände von drei Ebenen fi^ [2^ ^ Minimum oder Maximum ist, so 
muss er der Bedingung genügen 

rp* cos ri /+r;~* cos rjZ+r;"* cos r3< = 0. 

Schneiden sich diese vier Ebenen in den Punkten ^,, Jj? ^3^ ^4? die den 
Ebenen von gleichem Index gegenüber liegen, und nimmt man als / eine 
durch O4 parallel mit AiA^ gelegte Gerade, welche A^A^ in F, A1A2 in G 
schneidet, so geht obige Gleichung in die einfachere rf^cosao =:r3~'cosa3 
über, wo a, und a^ die spitzen Winkel bedeuten, die r^ und r^ mit FG bilden. 
Wird ferner AiAy von Afl^ in Mi geschnitten, so hat man 

A^A^A^O : A.A^A^O^f^r^ : /irj = M.A^ : M.A^ = O^F:0,G = -^ ''^ 



cosa, cosa. 



Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung: 



,11— 1 



Demnach bestimmt sich der Punkt O4 als der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punkt dreier Geraden A^Mi^ Aifa, A^M^^ jede von einer Ecke des Dreiecks 

nach dem Punkte der gegenüberliegenden Seite, welcher dieselbe im Ver- 

n ***** 
hältniss der — 7 Potenzen der anstossenden Pyramidenflächen theilt, d. i. 

n — 1 " 

nach dem Punkte des Minimums oder Maximums dieser Pyramidenkante in 
Bezug auf die anstossenden beiden Flächen. 

4. Es ist nun aber leicht zu sehen, dass für jeden Punkt der Geraden 
J4O4 in Bezug auf eine zur Ebene ^ parallele Gerade t die Bedingung 

rj"* cos r| /+r;~* cos rj^+rj"' cos rj/ = 0, 
folglich auch, wegen rj = 90f\ 

rj"* cos ri f + rj""* cos rj^ + rj"' cos r3<+rj~' cos r4/ = 

erfüllt ist, dass mithin der Minimumpunkt auf der Geraden A^O^ liegen muss. 
Daher ergiebt sich der Punkt für vier Ebenen als der gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt der vier Geraden Afii^ Aß^^ Aß^^ AO4, jede von einer 
Ecke der Pyramide nach dem Punkte des Minimums (oder Maximums) der 
gegenüberliegenden Seitenfläche. Die »— 1**^" Potenzen seiner Abstände sind 
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den zugehörigen Seitenflächen proportional, 

M • ' 2 • '3 • ' 4 — /l • /2 • /3 • /4- 

Nimmt man hierzu die Gleichung 

3<?=Ari+/2r2 4-/3r3+Ar4 = /;Äi, 

wo t? das Volumen und Aj die zu /i gehörige Höhe der Pyramide bezeichnet, 
so erhält man 



' » » n n '•1 rt M 



n 



.»— 1 



/T ' + fr' + rr' + rr' rr' + rr' + rr' + n 

Analoge Ausdrücke gelten für die übrigen r; als Minimalsumme folgt hieraus 

3".»" 



i'i-^-t^^+r^i + i^, = 



n vn — 1 



(n fi n fi V I 

Die Werthe der Abstände ri, r2, ra, r4 zeigen, dass der Schwer- 
punkt der vier Durch schnittspunkte der gegebenen Ebenen ist, wenn jeder als 

n *^ 
Gewicht die — — 7- Potenz der gegenüberliegenden Seitenfläche hat. Die 

Punkte Ol, O2, O3, O4 sind dann die Schwerpunkte je dreier, die Punkte M 
die Schwerpunkte je zweier der Punkte A, Für « = ist also der Schwer- 
punkt der gleich schweren Punkte A, Für jede durch ihn gelegte Gerade, 
welche die Flächen der Pyramide in F|. P^^ P3, F4 schneidet, gilt daher die 
Relation (s. §.17, 3.) 



OP, ' OP^ ' OP3 ' OP, 

ferner ist das Product seiner senkrechten Abstände von den Seitenflächen 
ein Maximum und das seiner Abstände von den Fusspunkten dieser Senkrechten 
Minimum oder Maximum. 

Der Punkt ist der Scheitel von vier Pyramiden, die sich wie die 

n **^" 

— — j Potenzen der Seitenflächen der gegebenen Pyramide verhalten, auf 
denen sie stehen, wie z. B. 

n n 

OAiA^Az : 0AiA^A2 = M^A:^ : M1A2 = /i"" : /a*^ . 
Nach §. 17, 1. ist aber auch Punkt des Minimums oder Maximums für die 



*) 8. MülM in Grunerh Archiv 16, p. 1. 
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Fusspunkte Si^ So, S3. S^ der Senkrechten r. Da dieselben die Eckpunkte 
von vier Pyramiden mit der gemeinschaftlichen Spitze f> bilden^ die sich nach 
§. 16, 2. wie die /*— 2*"" Potenzen der sfeg-onüberliegenden r verhalten. s<i 
hat man 



.M- I ^»--I 



OS,S,S, : OS, S,S, - r'r' : r'r' - = A"" : f: 

Für n= folfft: 

Die vier dreiseitigen Pyramiden, deren gemeinschaftliche Spitze der 
Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide und deren übrigen Ecken die Pro- 
jectionen des Schwerpunktes auf die Seitenflachen sind, verhalten sich wie 
die Quadrate der gegenfiberliefi^enden Seitenflächen. 

Leipzig, 1863. 
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